
-- [PERNEROVALEMA --
ILIPOGLEDUSVET TROUGLOVA

Rade@ivaqevi},
Matemati~ki institut SANU

�Stanovnici� dr`ave Ravnije se prema svom socijalnom i imovinskom statusu dele natro-
uglove, ~etvorouglove, petouglove pa sve do socijalno najuglednijih i najuticajnijih poligona
iz �vi{ih klasa� koji, razume se, poseduju i najve}i broj strana. Ravniju (ili Ravno|iju) ne
treba brkati sa Nizozemskom kao ni sa Sjediwenim Uravwenim Dr`avama (S.U.D.), iako je
dvodimenzionalni karakter svih ovih zemaqa jasno vidqiv u wihovim imenima.

Pogled u dr`avno ustrojstvo1 i socijalnu piramidu Ravnije pokazuje da trouglovi rade
najte`e i najmawe cewene poslove kao i da, iako raznovrsni i mnogobrojni, ne mogu o~ekivati
ozbiqniju dru{tvenu promociju.

Slika 1: Triangulacija = �kolonija� trouglova

Ravnija je ipak samo jedan od mogu}ih svetova. U na{em trodimenzionalnom svetu trouglovi
igraju izuzetno va`nu ulogu i na{ ~lanak je u nekom smislu pohvala trouglu i wegovoj sposobno-
sti da gradi i opisuje sve ili gotovo sve slo`ene geometrijske objekte. Zaista, trougao, odnosno
wegovi vi{edimenzionalni srodnici (tetraedar u3id-simpleks ud dimenzija), nezamewivi su u
najslo`nijim kompjuterskim igrama i animacijama, u industrijskom dizajnu uz pomo} ra~unara, u
svimmatemati~kimdisciplinama koje barataju geometrijskimfigurama ioblicima, specijalno
u diskretnoj i ra~unarskoj geometriji i topologiji.

1 Triangulacije, simpleksi i kompleksi

Razlagawe geometrijske figure na trouglove u kojima trouglovi lepo nale`u jedan na drugi
svojim stranicama naziva se triangulacija. Primer jedne triangulacije dat je na Slici 1.
Pojam triangulacije je toliko jasan i prozra~an da je u mnogim slu~ajevima korisno svaku drugu
geometrijsku formu ili oblik razbiti na trouglove. Obrnuto, trouglovi slepqivawem du`
svojih ivica mogu formirati vrlo slo`ene oblike, tzv. komplekse. Sama re~ �kompleks�ukazuje
na to da je to ne{to slo`eno (kompleksno!). Sam trougao, koji je gradivni element svakog

1 Edwin A. Abbott, Flatland, http://en.wikipedia.org/wiki/Flatland
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kompleksa je jednostavan pa je poznat i pod imenom simpleks. Preciznije re~eno, trougao je 2-
dimenzionalni simpleks, svaka du` je 1-dimenzionalni simpleks, tetraedar je 3-dimenzionalni
simpleks, itd. a zajedni~koime simpleks ukazuje na to da su tonajednostavniji gradivni elementi
za izgradwu slo`enih formi ili (simplicijalnih) kompleksa.

2 [pernerova lema

Na nedavno odr`anoj Prvoj Srpskoj matemati~koj olimpijadi (http://www.dms.org.yu/),
pojavio se i slede}i zadatak.

Zadatak 1: Trougao4ZCP podeqen je na 25 malih trouglova (Slika 2), a zatim su sva temena
tih trouglova obojena sa tri boje na slede}i na~in. Teme Z je obojeno zelenom bojom, teme C
crvenom, a teme P plavom. Svako od temena na du`i ZC obojeno je ili zelenom ili crvenom
bojom, svako od temena na du`i CP obojeno je ili crvenom ili plavom bojom, a svako od temena
na du`iZP obojeno je ili zelenom ili plavom bojom. Sva temena koja se nalaze u unutra{wosti
trougla obojena su bez restrikcija, jednom od tri boje. Dokazati da bez obzira na na~in bojewa,
bar jedan od 25 malih trouglova ima sva tri temena razli~ite boje.

Slika 2:

U ovom zadatku je re~ dakle o jednoj triangulaciji trougla u kojoj su temena svih malih trouglova
obojena sa tri boje. Pri tome su zadovoqeni neki uslovi koji preciziraju koje boje mogu biti
ta~ke (temena) koja se nalaze na stranicama trougla. Ciq je prona}i, ili dokazati da postoji,
mali trougao ~ija su temena obojena sa sve tri boje.

Ovaj zadatak je specijalan slu~aj takozvane [pernerove leme (teoreme), veoma poznatog
tvr|ewa koje pripada oblasti kombinatorne topologije. Sasvim precizno, [pernerova lema
ka`e da se raznobojni trougao, tj. trougao ~ija su temena obojena sa sve tri boje, mora pojaviti
u svakoj [pernerovoj triangulaciji trougla, tj. triangulaciji koja zadovoqava iste grani~ne
uslove kao i triangulacija u Zadatku 1.

3 Uop{tewe

Nekada je op{tiji i na prvi pogled te`i problem lak{e re{iti od originalnog zadatka. Lak{e
nam je da uo~imokqu~ne ideje koje nemaju gde da se sakriju iza{umenebitnih detaqakoji odvla~e
pa`wu. U saglasnosti sa ovim principom, postavimo op{tiji zadatak.

Zadatak 2: Po|imo od triangulacije nekog (pravilnog ili nepravilnog) geometrijskog objekta.
Obojimo sva temena, svih trouglova sa tri bojeP,Z, C (ili jo{preglednije iskoristimobrojeve
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0, 1, 2). Zadatak je da se prona|u {to op{tiji uslovi koji }e garantovati pojavu raznobojnog
trougla, odnosno trougla ~ija su temena ozna~ena sa sva tri broja (boje) 0, 1, 2.

4 Strategija

Kakona}iraznobojnitrougaounekoj (obojenoj)triangulaciji, npr.utriangulacijiprikazanojna
Slici 3? Ideja je prosta! Izaberimo (bilo gde na slici) du` ~iji su krajevi ozna~eni brojevima
0 i 1, odnosno du` ~iji su krajevi obojeni sa dve izabrane od tri zadate boje. Pretpostavimo
na primer da je to jedna od du`i koja se nalazi na granici na{e figure, na primer du` koja je
najbli`a ta~kiA.
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Slika 3: Putovawe kroz zamak sa trouglastim sobama

Zamislimo za trenutak da smo stanovnikRavnije i da je Slika 3 zapravo plan nekog zamka ili
lavirinta sa velikim brojem trouglastih soba. Zamislimo da vrata postoje samo na zidovima
(du`ima) ~iji su krajevi ozna~eni brojevima 0 i 1.

Hrabro zakora~imo iz ta~ke A kroz 01-vrata pred nama. Na{li smo se u trougaonoj sobi.
Ako je tre}e teme te sobe ozna~eno brojem 2, jedna 012-soba je prona|ena i ciq je postignut. U
suprotnom to teme je ozna~eno jednim od brojeva 0 ili 1 (na Slici 3 to je broj 0). Pojavila su se
pred nama nova 01-vrata i mi nastavqamo putovawe.

Mogu}a su dva scenarija. Ili }emo se posle nekoliko koraka na}i u �sobi sa blagom�, tj.
trougaonoj sobi sa temenima ozna~enim svim brojevima 0, 1, 2; ili }emo kad tad iza}i iz zamka.
Prvi slu~aj se na Slici 3 ostvaruje kada putovawe zapo~ne iz ta~ke C. Drugom slu~aju odgovara
putovawe iz ta~ke A u ta~ku B.

5 Neparnost broja grani~nih 01-vrata

Iz prethodne analize sledi nekoliko vrlo interesantnih zakqu~aka. Putovawe koje zapo~iwe
ulaskom u neka od 01-vrata na granici triangulisane figure ili vodi pravo u 012-truogao, ili
napoqe iz zamka kroz neka druga 01-vrata. Primetimo da se razne putawe nikada ne seku (zaista
u svakoj trougaonoj sobi ili uop{te nema ili postoje ta~no dvoja 01-vrata). Odavde neposredno
dobijamo jedan kriterijum (dovoqan uslov) za postojawe raznobojnih ili 012-trouglova a time i
jedno re{ewe Zadatka 2.
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Kriterijum (neparnost broja grani~nih 01-vrata −→ postoji 012-trougao): Pretpostavimo da
su sva temena svih trouglova na{e triangulisane geometrijskefigure ozna~ena brojevima0, 1, 2
tako da je broj grani~nih 01-du`i (tj. spoqnih 01-vrata) neparan. Tada obavezno mora postojati
bar jedan (ta~nije neparan broj!) 012-trouglova, tj. trouglova ~ija su temena ozna~ena svim
brojevima 0, 1, 2.

Zaista, kada 012-trouglova ne bi bilo, onda bi svaka ulazna 01-vrata vodila do drugih (izlaznih)
01-vrata. Time bi se sva ulazno-izlazna 01-vrata sa granice na{e figure razvrstala u parove pa
bi wihov broj morao biti paran, {to je suprotno pretpostavci!

Re{ewe Zadatka 1: Izaberimo bilo koji par boja (npr. boje Z i C), proglasimo ih bojama 0 i 1
i poka`imo da iz navedenih uslova sledi da broj grani~nih 01-du`i mora biti neparan. Zaista,
ovakve du`i se mogu na}i samo na straniciZC na{eg trougla. Po{to je temeZ ozna~eno brojem
0 a teme C brojem 1, ostaje da se proveri slede}e jednostavno tvr|ewe ~iji dokaz prepu{tamo
~itaocu.

Zadatak 3: Du` AB je podeqena na nekoliko mawih du`i. Ta~ka A je ozna~ena brojem 0, ta~ka
B brojem 1, a sve ostale deone ta~ke su na proizvoqan na~in ozna~ene jednim od brojeva 0 ili 1.
Dokazati da je broj01-du`i (mawih du`i~iji su krajevi ozna~eni sa oba broja0 i1) uvek neparan.

6 [ta ka`u mudri matemati~ari

Geqfand, Izrael Mojsejevi~ ka`e, a sa wim se zna~ajno klimaju}i glavom sagla{avaju William
Thurston, Arnold Vladimir Igorevi~, George Polýa, kao i svi u~esnici beogradskog CGTA-
seminara za studente od 7 do 77 godina, da je razmi{qawe o ve} re{enim zadacima jedan od
zna~ajnijih na~ina da se postigne visok stepen razumevawa matematike. Ako je to tako evo
nekoliko tema za razmi{qawe o[pernerovoj lemi i wenim srodnicima.

1. Pretpostavimo da ste se na{li u nekoj 012-sobi i da `elite da iza|ete iz zamka koji li~i na
onaj prikazan na Slici 3. Da li je to uvek mogu}e u~initi, tj. da li iz svake 012-sobe putawa kroz
odgovaraju}a 01-vrata vodi napoqe iz zamka!?

2. Da li kriterijum o neparnosti broja �grani~nih 01-strana�, u istoj ili modifikovanoj
formi, ostajenasnaziikodbojewabilokakvihtriangulacijaukqu~uju}iitriangulacijeraznih
poligonalnihoblasti (ukqu~uju}iionesarupama), triangulacija sfere, torusaidrugihpovr{i
(sa ili bez granice), i kona~no {0, 1, 2}-bojewa bilo kakvih 2-dimenzionalnih simplicijalnih
kompleksa!?

3. Formulisati i dokazati trodimenzionalnu verziju [pernerove leme (o egzistenicji 0123-
tetraedra), uz pomo} odgovaraju}eg kriterijuma o �neparnosti broja 012-trouglova�.
4. Naoru`ani kriterijumom o neparnosti grani~nih 01-vrata pro{etati internetom u potrazi
za novim izazovima! Npr. otkucati “Sperner’s lemma” u internet pretra`iva~u “Google” i
slediti neke od putawa, npr.
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SpernerLemma.shtml
http://planetmath.org/encyclopedia/SpernersLemma.html
http://www.nrich.maths.org/public/viewer.php?obj_id=1383&part=index&theme=jungle&

5. Pogledati (kada se pojavi) film “Flatland”, (http://www.flatlandthefilm.com/).
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-- [PERNEROVALEMA --
ILIPOGLEDUSVET 2-ADI^NIHBROJEVA

Rade@ivaqevi},
Matemati~ki institut SANU

Svet 2-adi~nih brojeva je potpuno druga~iji od sveta triangulacija o kome je bila re~ u
prethodnom ~lanku (Tangenta br. 48/4). U ovom nastavku pokaza}emo kako ih na neo~ekivan i
tajanstven na~in povezuje [pernerova lema. Na{ neposredan ciq je re{ewe slede}eg, naoko
jednostavnog zadatka.

Zadatak 1: Kvadrat je podeqen na trouglove jednakih povr{ina. Dokazati da broj trouglova u
ovoj podeli (triangulaciji) mora biti paran.

Lako se uveravamo da se kvadrat mo`e podeliti na 2, 4, 6 i uop{te na svaki paran broj trouglova
jednake povr{ine. Tako|e brzo uvi|amo da nam takva podela na neparan broj trouglova nikako
ne polazi za rukom. Za{to je to tako!? Iskreno re~eno ne znam odgovor, ali nastavimo pri~u i
zavirimo u svet 2-adi~nih brojeva koji }e nam pomo}i da do|emo do re{ewa.

1 Svet 2-adi~nih brojeva

Uvre`eno je mi{qewe da su razlomci veoma trezvena i razumna bi}a, uostalom otuda (verova-
tno) i dolazi wihovo ime racionalni brojevi. Me|u razlomcima se ta~no zna {ta je red, zna
se da je 3/2 < 25 i da je −51

3 < 7
2 , zna se ko je pozitivan ko je negativan, zna se ko je sa kim

deqiv i od koga se mogu o~ekivati ovakvi ili onakvi ostaci pri deqewu sa 9 ili sa 11. Me|u
razlomcima su posebno ugledni prirodni brojevi, a me|u wima se jo{ od vremena starih Grka
izdvajaju trougaoni, ~etvorougaoni (kvadratni), petougaoni, i uop{te poligonalni brojevi, {to
nagove{tava izvesnu duhovnu vezu ovih brojeva sa poligonalnim svetom Ravnije.

Na op{te iznena|ewe, me|u razlomcima se jednoga dana na misteriozan na~in pro{irila
~udna moda koja je poremetila mnoge dotada{we jasne i svima o~igledne odnose. Ukratko, svi
razlomci su kao po komandi po`eleli da {to vi{e li~e na ~lanove ugledne porodice stepena
dvojke1, 2, 22, 23, 24, 25, . . . ,iiznenada sudeqivost sa{tove}imstepenombroja2 stavilina sam
po~etakpo`eqnihosobinakojebitrebalodaimasvakiuspe{anracionalanbroj. Ovo jenaravno
proizvelo op{tu pometwu i prepirku me|u brojevima. Sve se na sre}u ubrzo razre{ilo (kao{to
je i red me|u racionalnim bi}ima) i to na slede}i na~in. Na osniva~koj skup{tini je usvojena
Osniva~ka poveqa 2-adi~nog sveta kojom su precizirana nova pravila pona{awa i odnosi me|u
razlomcima. Najva`nija novost bio je zakon kojim je apsolutna vrednost |x| racionalnog broja
x stavqena van snage i zamewena novom, 2-adi~nom apsolutnom vredno{}u |x|2.

Poznato nam je da se svaki razlomak x = p
q mo`e zapisati kao proizvod x = p

q = 2m · a
b

nekog stepena dvojke 2m i razlomka a
b gde su a i b celi brojevi koji nisu deqivi sa 2. Na primer

140
27 = 22 · 35

27 , −5
56 = 2−3 · −5

7 itd. Nazovimo broj 2m = {p
q}2, 2-adi~nim delom razlomka p

q , npr.
{140

27 }2 = 22, {−5
56 }2 = 2−3, {1}2 = 20 = 1. Jo{ va`nija je recipro~na vrednost |pq |2 = {p

q}−1
2 ,

2-adi~nog dela razlomka p
q koja se i pomiwe u osniva~kom dokumentu 2-adi~nog sveta.

Osniva~ka poveqa 2-adi~nog sveta: Svakom racionalnom broju x = p
q = 2m · a

b dodequje se ve-
li~ina |x|2 := 2−m koju nazivamo 2-adi~na norma ili 2-adi~na apsolutna vrednost racionalnog
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brojax. Po definiciji |0|2 = 0. Veli~ina |x|2 zamewuje apsolutnu vrednost |x| u svim izrazima
u kojima se meri rastojawe, npr. umesto |x− y| kao mera razlikovawa (udaqenosti) brojeva x i y
uzima se veli~ina |x− y|2.

2 @ivot u 2-adi~nom svetu

Posledice zamene uobi~ajene apsolutne vrednosti |x| novom 2-normom |x|2 bile su momentalne
i dramati~ne. Brojevi koji su jedva i znali jedan za drugog, kao na primer uva`eni tre}i stepen
33 = 27 i elegantni kvadrat 112 = 121, postali su �prvi susedi�. Zaista, wihova ranija uda-
qenost |121 − 27| = 94, pri novom ra~unawu udaqenosti, svela se na |121 − 27|2 = |94|2 =
|2|2 = 1

2 ! Brojevi, kao npr. niz 1, 2, 22, 23, 24, . . . , koji su se, postaju}i sve ve}i, udaqavali ka
beskona~nosti, odjedanput su se, postaju}i sve mawi, po~eli pribli`avati nuli. Brojevi, kao
npr. niz 1, 1

2 , 1
3 , 1

4 , 1
5 , . . . , koji su se ranije u metrici zadanoj uobi~ajenom apsolutnom vredno{}u

pribli`avali 0, odjedanput su po~eli �divqe�da osciluju. Beskona~ne sume (redovi), kao npr.
beskona~ni geometrijski red

(1) 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + . . . + 2n + . . .

koji se ranije nisumogli sumirati (wihov zbir je bio beskona~an!) sada su se lakomogli sabrati.
Zaista, formula

(2) a1 + a1q + a1q
2 + a1q

3 + . . . + a1q
n + . . . =

a1

1− q

koja va`i ako je |q| < 1 i sada ostaje na snazi ali pod uslovom |q|2 < 1. Po{to je |2|2 = 1
2 < 1,

zakqu~ujemo da je formula (2) primewiva na slu~aj geometrijskog reda (1) kao i da je wegov zbir
1

1−2 = −1!

Na svoj u`as, stanovnici 2-adi~nog sveta ustanovi{e da je �zbir�beskona~nog niza pozitiv-
nihbrojeva jednaknegativnombroju (broju−1)! Nastupivelikasmutwa, pometwaimalodu{nost.
�Ranije je bilo boqe�, javi{e se neki. �Dole sa stepenima dvojke�, pridru`i{e im se drugi.
Nastupi op{te uznemirewe i nesigurnost ali ponovo, kao {to i prili~i racionalnim bi}ima,
stanovnici 2-adi~nog sveta na|o{e re{ewe i doneso{e:

Prviamandmanosniva~koj poveqi2-adi~nog sveta: Ukida se svakopozivawenarelaciju poretka
�<�, kao i apelovawe na �pozitivnost�ili �negativnost�nekog racionalnog broja. Napu{ta se
linearniporedakme|ubrojevimakaone{toneprili~noineprimerenoslobodnimstanovnicima
2-adi~nog sveta.

Harmonija ponovo zavlada 2-adi~nim univerzumom a brojevi-nau~nici po|o{e u istra`ivawe
svog novog sveta. Malo po malo pojavi{e se interesatni identiteti i relacije (poku{ajte da
proverite neke od wih) me|u wima i slede}i:

(3)
|− x|2 = |x|2 |x · y|2 = |x|2 · |y|2

|x + y|2 ≤ max{|x|2, |y|2} |x + y|2 = |x|2 ako je |x|2 > |y|2
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3 [pernerova lema i 2-adi~na ravan

Sve jetolepoima{tovito, re}i}eneki, alikakva je stvarnaveza2-adi~nihbrojevasaZadatkom1
i deqewem kvadrata na trouglove jednakih povr{ina. Po|imo od prvog, i na prvi pogled naivnog
obja{wewa. Pretpostavimo da je kvadrat podeqen na n trouglova jednakih povr{ina odakle
sledi da je povr{ina svakog od tih trouglova P = 1

n . Re{i}emo zadatak ako doka`emo da je n
obavezno paran broj ili drugim re~ima ako doka`emo da je |n|2 < 1, tj. da je |P |2 > 1. Lepo,
ali kako dokazati posledwu nejednakost, ne daju se skeptici? [ta dobijamo ako uslov parnosti
zamenimo mawe preglednom nejednako{}u |P |2 > 1? Odgovor se krije u neo~ekivanoj primeni
[pernerove leme!

Re{ewe zadatka (slu~aj racionalnih temena): Stavimo kvadrat u koordinatni sistem tako da su
wegova temena ta~ke sa koordinatama (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), videti Sliku 4. Zamislimo da
je taj kvadrat triangulisan na n trouglova jednakih povr{ina.

Va`na dopunska pretpostavka: Pretpostavimo da su koordinate svih vrhova svih trouglova
racionalni brojevi! Ova pretpostavka nije neophodna (videti kraj ~lanka) ali je vrlo zgodna
jer nam omogu}uje da su{tinu dokaza izlo`imo na najbr`i i najpregledniji na~in.

O(0,0)

C(0,1)

A(1,0)

P

Q

Q1

R

R1

B(1,1)

Slika 4:

Imaju}i u vidu [pernerovu lemu, svakoj ta~ki T (x, y) u ravni sa obe racionalne koordinate,
x, y ∈ Q, dodelimo oznakuΩT = Ω(x,y) ∈ {0, 1, 2}, saglasno slede}em pravilu.

(4) Ω(x,y) =





0 ako je |x|2 < 1 i |y|2 < 1
1 ako je |x|2 ≥ 1 i |x|2 ≥ |y|2
2 ako je |y|2 ≥ 1 i |y|2 > |x|2

Odavde sledi da je uvek

Ω(x,0) ∈ {0, 1}, Ω(1,y) ∈ {1, 2}, Ω(x,1) ∈ {1, 2}, Ω(x,0) ∈ {0, 2},
kao i da su oznake vrhova na{eg kvadrata Ω(0,0) = 0,Ω(1,0) = 1, Ω(1,1) = 1, Ω(0,1) = 2. Za-
kqu~ujemo da se 01-du`i na granici kvadrata mogu javiti samo nax-osi, tj. nawegovoj straniOA.
Pored toga, s obzirom da je ΩO = 0 i ΩA = 1, vidimo da je broj grani~nih 01-du`i neparan,
dakle prema kriterijumu iz prethodnog ~lanka o [pernerovoj lemi, postoji 012-trougao u da-
toj triangulaciji. Ozna~imo sa P, Q, R temena tog trougla pri ~emu pretpostavqamo da je
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ΩP = 0, ΩQ = 1, ΩR = 2. Slede}e tvr|ewe se lako dedukuje iz posledwe od ~etiri relacije u
(3) i definicije ozna~avawa (4).

Tvr|ewe: OznakaΩM = Ω(x,y) bilo koje ta~keM(x, y) ∈ Q2 se ne mewa ako seM translatorno
pomeri za vektor

−−→
ON gde jeO koordinatni po~etak iN ta~ka ~ija je oznaka nula,ΩN = 0.

PomerimotranslatornotrougaoPQR za vektor−−−→OP , tj. tako damutemeP pre|e ukoordinatni
po~etak; pri tome teme Q prelazi u teme Q1 = Q1(x1, x2) a teme R u teme R1 = R1(y1, y2)
(videti Sliku 4). Po{to jeΩP = Ω−P = 0, zakqu~ujemo da jeΩQ1 = 1 iΩR1 = 2. Prema dobro
poznatoj formuli, povr{inaPPQR trouglaPQR je

P = PPQR = POQ1R1 = 1
2 |x1y2 − x2y1|.

Odavde je
|P |2 = |12(x1y2 − x2y1)|2 = |12 |2 · |x1y2 − x2y1|2 = 2|x1y2|2 > 2 > 1

pri ~emu smo ponovo koristili posledwu relaciju iz (3) kao i ~iwenicu da je |x1y2|2 > |x2y1|2
koja je dedukovana iz (4) kori{}ewem jednakosti ΩQ1 = 1 i ΩR1 = 2. Dakle, kao {to je i
obe}ano, |n|2 = |1/P |2 < 1 odakle sledi da je n paran broj.

4 Komentari i informacije

Xon Tomas (John Thomas, A dissection problem, Math. Mag., 41 (1968) 187-190), prvi je
primetioda seosobine2-adi~nenorme |x|2, u sadejstvu sa[pernerovomlemom, moguiskoristiti
za re{ewe problema deqewa kvadrata na trouglove jednakih povr{ina. Na{a prezentacija se
bazira na Tomasovim idejama. PolMonski (Pol Monsky, On dividing a square into triangles,
Amer. Math. Monthly 77 (1970), 161-164), pokazao je kako se pretpostavka o racionalnosti
koordinata temena trouglova mo`e izbe}i.

Za svakiprostbrojp sena sli~anna~inkaoiu slu~ajup = 2defini{eodgovaraju}ap-adi~na
norma |x|p{tozna~idazasvakiprostbrojppostojiiodgovaraju}ip-adi~ni�svet�. Kori{}ewem
p-adi~nih normi i generalne, d-dimenzionalne [pernerove leme (D.G. Mead, Dissection of
the hypercube into simplexes, Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 76, No. 2 (1979), 302-304),
mo`e se dokazati da je podela d-dimenzionalnog kuba na simplekse jednakih (hiper)volumena
mogu}a ako i samo ako je wihov broj deqiv sa d! = 1 · 2 · . . . · d. Specijalno za d = 3, dobija se
da se kocka mo`e podeliti na tetraedre istih zapremina ako i samo ako je broj ovih tetraedara
deqiv sa 3! = 6.

Evo i nekoliko zanimqivih www-adresa:

http://en.wikipedia.org/wiki/P-adic_number
http://www.maths.gla.ac.uk/~ajb/dvi-ps/padicnotes.pdf
http://www.secamlocal.ex.ac.uk/people/staff/mrwatkin/zeta/physics7.htm
http://www.p-adic-mathphys2005.phy.bg.ac.yu/
http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/556/
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