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Tesno nam mo`e biti u malom stanu, u novim cipelama ili odelu. Tesna je
rukavica, ~arapa, tesna mo`e biti i pobeda. Tesno nam je u autobusu, u dr`avi,
u sopstvenoj ko`i.

Ali, da li nam i ceo beskrajni prostor koji nas okru`uje mo`e biti tesan!?
Uostalom {ta to zna~i da nam je prostor tesan?

Razumemo da je tesno u jednodimenzionalnom prostoru. Pou~na pri~a iz
~itanki o dva jarca na brvnu koji juri{aju jedan na drugog, zapravo nas u~i da je
tesno u jednoj dimenziji gde se dve osobe ne mogu ~ak nimimoi}i. Neko }e mo`da
dodati da je to i metafora o sudaru dva suprotstavqena �jednodimenzionalna�
mi{qewa.

Nije uvek lako ni u dve dimenzije. Tu se dve osobe mogu lako mimoi}i
ali se �tesno}a prostora� manifestuje na drugi, suptilniji na~in. Poznato
je na primer da se tri ku}e ne mogu povezati putevima sa tri bunara a da se
putevi nigde ne preseku. Stru~no re~eno, kompletni bipartitini graf K3,3

nije planaran. Naravno problem nestaje u tri dimenzije jer tamo mo`emo lako
izbe}i presecawe puteva pravqewem nadvo`waka i podvo`waka.

Poku{ajmo da sagledamo pojave koje se mogu objasniti kao manifestacije
fenomena da ni tri dimenzije ponekada nisu dovoqne. Na tom putu sre{}emo
i ~uvenu Bojovu povr{ (Boy’s surface), koju vidite na naslovnoj strani, ali i
ponuditi re{ewe problema sa korica Tangente iz prethodnog broja.

1 Svetovi od papira
Mebijusova traka je jedna od najatraktivnijih ikada izmi{qenih matemati~-
kih �igra~ki� za ku}nu upotrebu. Uzmete pravougoni list papira, zalepite
kra}e krajeve jedan za drugi (prethodno zarotirav{i jedan od wih za 180◦)
i igra~ka je gotova (slika 2 (b)). Ukoliko se krajevi jednostavno zalepe bez
rotirawa dobijamo (slika 2 (a)) obi~nu vaqkastu povr{. Ako slobodni kraj
rotiramo za 360◦, 540◦ ili op{tije za bilo koji ugao oblika 180◦ · k, dobijamo
dvostruku, trosturku, odnosno k-tostruku Mebijusovu traku.
Pitawe: [ta se doga|a saMebijusovom trakom (op{tije sa k-tostrukomMebi-
jusovom trakom), kada se ona izvu~e iz na{eg trodimenzionalnog i stavi u
~etvorodimenzionalni prostor pa se onda ponovo vrati u na{ trodimenzion-
alni prostor!?
Paradoksalan i nimalo o~evidan odgovor glasi da se sa Mebijusovom trakom
ne dogodi ba{ ni{ta, dok se dvostruka Mebijusova traka (dobijena rotacijom
kraja za 360◦) potpuno ispravi i vrati kao obi~na vaqkasta povr{. Drugim
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re~ima u na{em trodimenzionalnom prostoru je previ{e tesno da bi do{lo do
ove promene!
Zakqu~ak: Naoko male i ne tako va`ne razlike u lepqewu proizvode bitne
razlike kod povr{i dobijene tim lepqewem.

Pogledajmo jo{ jedan primer u kome se male razlike u lepqewu manifestuju
dramati~nom razlikom u osobinama nastalih objekata. I Mebijusova traka
i obi~na vaqkasta povr{ su primeri otvorenih povr{i. Poku{ajmo sada da
odgovaraju}im lepqewem dobijemo zatvorene povr{i.

( )a ( )b ( )c

Slika 1: Mebijusova traka (u sredini) sa ro|akama.
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Slika 2: Zatvorene povr{i dobijene lepqewem.

Na slici 2 levo prikazan je krug od koga pravimo zatvorenu povr{ tako{to
ga presavijemo (po horizontalnom pre~niku) i zalepimo odgovaraju}e ta~ke
na grani~noj kru`nici. Drugim re~ima gorwi poluluk grani~ne kru`nice
lepimo na dowi luk (kao da zatvaramo �rajsfer{lus�), na primer luk A1A2

se lepi za luk B1B2. Nije te{ko vizuelizovati {ta se ovde doga|a. Dobili
smo zatvorenu povr{ koja bi se (ako je dovoqno elasti~na) mogla naduvati kao
balon. Zakqu~ujemo da ovoj povr{i nije tesno u trodimenzionalnom prostoru!

[ta se doga|a ako lepqewe izvr{imo na drugi na~in i to tako (slika 2
u sredini) {to jednu za drugu lepimo dijametralno suprotne ta~ke grani~ne
kru`nice. I ovde se luk A1A2 lepi na luk B1B2 ali su lukovi sada centralno
simetri~ni i nije nimalo lako videti {ta }e se desiti kada se gorwi poluluk
(centralno simetri~no) zalepi na dowi poluluk.

Ipak, uz malo ma{te zakqu~ujemo da }emo opet dobiti zatvorenu povr{
(jer je nestala grani~na kriva!). Me|utim ovu povr{ uop{te nije lako ni
vizuelizovati a kamoli proveriti da li se ona uop{te mo`e prikazati u na{em
trodimenzionalnom prostoru! Naslu}ujemo da je ovoj povr{i tesno u na{em
trodimenzionalnom prostoru i da je to razlog pote{ko}a u wenom opisivawu
i razumevawu!
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2 Mali topolo{ki ~as anatomije
Neobi~na povr{ opisana u prethodnom odeqku poznata je pod imenom pro-
jektivna ravan. Pa`qivim �hirur{kim� rezom isecimo iz projektivne ravni
jedan mawi krug (slika 2 desno). Ono{to preostaje je (osen~eni) kru`ni prsten
(naravno sa slepqenom spoqnom kru`nicom).
Zadatak 1: Pokazati da osen~eni kru`ni prsten na slici 2, tj. povr{ dobijena
odstrawivawem kruga iz projektivne ravni, nije ni{ta drugo nego Mebijusova
traka!

Re{ewe zadatka 1 dato je na slici 3. U prvom koraku (slika 1 (a)) �posu-
vrati}emo� kru`ni prsten sa slike 2 sa idejom da spoqna kru`nica postane
unutra{wa. Striktno govore}i ovo nije bilo neophodno i jedini razlog je
lak{a prezentacija ostatka dokaza.

BC C CCC C

C
AAA

A A

A

A

BB

BB

B

B

B

B B

BB

B

(a) (b) (c) (d)

Slika 3: Piktogram re{ewa zadatka 1.

Slede}i korak je vrlo interesantan iilustruje vrlo va`nu, lepu i generalnu
ideju. Uze}emo makaze u {ake i dodatno ise}i povr{ koju analiziramo! Ideja
je da dobijemo delove kojima je lak{e manipulisati, ali ne smemo zaboraviti
da na kraju napravqene rezove ponovo spojimo!

Rez vr{imo po dve du`i AB i BC (koristimo isto slovo za ta~ke na unu-
tra{woj kru`nici koje }e biti slepqene jedna za drugu!). Dobijene krivolinij-
ske ~etvorouglove ispravimo u pravougaonike (slika 3 (c)). Desni pravougao-
nik rotiramo oko horizontalne ose simetrije (osnovice AB i BC pri tome
zamene mesta) i zalepimo desnu ivicu levog na levu ivicu desnog pravouganika.
Dobijamo pravougaonik na slici 3 (d). Na kraju se vr{i lepqewe po naprav-
qenim rezovima po du`ima AB i BC i (sa zadovoqstvom) uvi|amo da je to
ta~no standardno lepqewe koje opisuje Mebijusovu traku.
Zakqu~ak: Izvedena analiza pokazuje da se projektivna ravan dobija ako se krug
i Mebijusova traka zalepe jedno za drugo du` zajedni~ke grani~ne kru`nice.
Primetimo da se sfera dobija ako se du` zajedni~ke granice, jedan za drugi
zalepe dva kruga.
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3 Bojova povr{ i zadatak iz pro{log broja Tangente
Mebijusova traka se mo`e napraviti, krug jo{ lak{e, ali projektivnu ravan
dobijenu slepqivawem ove dve povr{i zaista ne mo`emo prikazati (bez samo-
presecewa) u na{em trodimenzionalnom prostoru! Zbog toga pribegavamo
drugim na~inima da je pribli`imo na{im ~ulima i jedan od najpoznatijih i
najinteresatnijih je �Bojova povr{� prikazana na naslovnoj strani ovog broja
Tangente. Nema~ki matemati~ar Verner Boj (Werner Boy), po kome je povr{
i dobila ime, bio je u~enik ~uvenog matemati~ara Davida Hilberta. Zadatak
iz pro{log broja Tangente zami{qen je kao uputstvo za razumevawe jedne od
konstrukcija Bojove povr{i.
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Slika 4: Skelet Bojove povr{i.

Podsetimo da se prvi deo zadatka odnosio na tvr|ewe da }e krilo aviona
koji se kre}e po trolisnoj �propeler� krivoj prikazanoj na slici 4 (levo)
opisati Mebijusovu traku. Ova povr{ se~e samu sebe (slika 4 desno) ali je
ipak veoma skladna i zanimqiva reprezentacija Mebijusove trake u trodi-
menzionalnom prostoru.1 Slika 4 (desno) ima tri rupe (po jednu u svakoj od
koordinatnih ravni) koje je lako zatvoriti �kru`nim zakrpama�.

Drugi (mnogo te`i) deo zadatka odnosio se na tvr|ewe da se i nad preostalim
delom konture ove povr{i mo`e razapeti �kupola� koja je kona~no zatvara do
modela projektivne ravni. Ovo i jeste Bojova povr{ i neke od kqu~nih faza
ove konstrukcije prikazanie su na naslovnoj strani ovog broja Tangente. Jo{
preglednije se geneza Bojove povr{i mo`e pratiti na animaciji koju mo`ete
na}i na adresi:

http://www.rade-zivaljevic.appspot.com/index.html

Za najupornije ~itaoce skicira}emo dokaz ~iwenice da je postavqawe kupole
nad granicom povr{i prikazane na slici 4 zaista mogu}e.

1Re~ �veoma skladna� se ovde koristi u neformalnom zna~ewu dok }e znalac
prepoznati da se ovde radi o tzv. imerziji ili lokalnom ulagawu povr{i.
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Slika 5: Shema podizawa kupole nad skeletom Bojove povr{i.

U prvom koraku zameni}emo elegantni �skelet Bojove povr{i� (povr{ sa
slike 4) ne tako elegantnim ali matemati~ki ta~nim modelom koji se mo`e
videti na slici 5. U toj slici je pod (a) prikazan centralni ise~ak skeleta
sa slike 4, a na slici 5 pod (c) prikazana je zaobqena (sferi~na) verzija iste
te slike. Granica posledwe povr{i je unija tri kru`nice koje su izdvojeno
prikazane u delu (d) iste slike.

U slede}em koraku fokusira}emo se na pitawe {ta slici 5 (a) (odnosno
slici 5 (c)) nedostaje kada se uporede sa skeletom Bojove povr{i na slici 4.
Kako bi odgovorili na to pitawe posla}emo avion~i} na jo{ jedno puto-
vawe, ovog puta po izlomqenoj �propeler krivoj� OA1B1C1OA2B2C2OA3B3C3.
Zapa`amo da krila aviona povremeno iza|u napoqe van slike 5 (a) (nekada oba
a nekada samo jedno krilo). Zapa`amo tako|e da se to doga|a du` lukova
A1B1C1, A2B2C2 i A3B3C3. Na primer na slici 5 (b) osen~ena povr{ pokazuje
gde su pro{la oba (svetla traka), odnosno samo jedno krilo (tamna traka),
prilikom leta du` luka A3B3C3.

Sada smo u mogu}nosti da verno prika`emo granicu na{eg modela. Uze}emo
uniju tri kru`nice i modifikovati je (slika 5 (d)) na odgovaraju}i na~in
saglasno promeni do koje dolazi prelaskom iz slike (a) u sliku (b).

Na ovaj na~in dolazimo do opisa granice novonastale povr{i (modela
skeleta Bojove povr{i) prikazanog na slici 5 (f). Dobili smo zatvorenu
krivu, a nad takvom krivom je uvek mogu}e izgraditi kupolu!
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