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Slika 1: Amblem (logo) Me|unarodne matemati~ke unije.

Boromejski prstenovi (Borromean rings), videti Slike 1 i 2, simbolizuju
jedinstvo u kome je svaki deo kriti~no odgovoran za opstanak celine. To je ono
klimavo jedinstvo u kome pucawe samo jednog prstena i to bilo kojeg, vodi do
raspada celog sistema.
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Slika 2: Komutator [a, b] = aba−1b−1 = �genetski kod� Boromejskih p.

Ovu pojavu svakako treba izu~avati i nawu upozoravati. Matemati~ki opis
ovog fenomena bazira se na osobinama komutatora u (slobodnim) grupama.

Svako ko se susreo sa Boromejskim prstenovima verovatno se zapitao da li
se ne{to sli~no mo`e napraviti sa vi{e od tri prstena. Odgovor je potvrdan
i takva konfiguracija prstenova naziva se Brunova (Brunnian rings).

Najtoplije preporu~ujemo ~itaocu da konsultuje Google i pretra`i inter-
net uz pomo} navedenih kqu~nih re~i a mi se okrenimo jednom prakti~nijem
problemu u kome se ovi objekti prirodno pojavquju.

1 Paradoksalno ka~ewe slika
Profesor Sima ^vorovi} je bio veoma ponosan na svoju kolekciju umetni~kih
slika koje su visile po svim zidovima wegovog stana. Na{a pri~a po~iwe



u trenutku kada je kom{ija iz susednog stana po~eo neke zidarske poslove i
kada se od lupawa i drmawa zidova jedna od slika otka~ila i pala na pod.
Profesor Sima se zabrinuo i odlu~io da za svaki slu~aj slike ka~i ne na jednu
kuku (ekser~i}) ve} na dve kuke ili ~ak tri ili vi{e kuka kod onih najvrednijih
slika koje su mu bile posebno drage.

Slika 3:

Re~eno-u~iweno. Umesto da kanap na kome je visila slika oka~i samo na
jednu kuku, kao na Slici 3 levo, profesor Sima se opredelio za sigurnije
varijante (Slika 3 u sredini i desno). Sada je bio siguran da ~ak ako neki od
ekser~i}a slu~ajno ispadne iz zida, slika }e ostati da visi na ostalima!

Slika 4:

Namotavaju}i tako kanap na dva ekser~i}a, kao na Slici 4 levo, profesor
se dosetio da bi jo{ boqi efekat postigao ako bi kanap namotao kao na istoj
slici desno jer bi kanap jo{ vi{e bio namotan oko eksera. Bio je veoma

Slika 5:

zadovoqan svojom dosetqivo{}u ali je zamalo pao u nesvest kada je ustanovio
da se na taj na~in oka~ena slika uop{te ne dr`i na desnom ekser~i}u! Zaista,
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kao{topokazuje jednostavan eksperiment (Slika 5), va|ewemlevog eksera slika
}e se otka~iti i pasti na pod!?

Dobro je da bar levi ekser obavqa svoju funkciju, pomisli profesor, ali
tada, na svoje jo{ ve}e zapawewe, ustanovi da je i levi ekser isto tako nepouzdan
kao i desni!? Zaista, to se mo`e proveriti eksperimentom ali i tako {to se
Slika 5 pogleda u ogledalu.

�Pa na ~emu onda visi ta slika ako ne visi ni na jednom od dva eksera�,
zavapi ozloje|eni profesor Sima ^vorovi}!

2 Paradoksalne re~i
�Azbuka od n simbola�je bilo kakav skup od n znakova pri ~emu svaki znak ima
dve verzije (veliko i malo slovo). Na primer A = {A, a, B, b, C, c} je azbuka od
3 simbola. Re~ u azbuci je bilo kakav niz znakova iz te azbuke, npr. aCbaABcC
je jedna re~ u azbuciA . Kaza}emo da je re~ u nekoj azbuci skrativa ako se u woj
negde javqaju jedno pored drugog veliko i malo slovo istog znaka (u suprotnom
je neskrativa).

Skra}ivawe re~i je sukcesivno brisawe susednih malih i velikih slova
istog znaka1, npr. jedno skra}ivawe gorwe re~i je

aCb(aA)BcC −→ aCbB(cC) −→ aC(bB) −→ aC

Re~ je potpuno skrativa ako se skra}ivawem ona potpuno obri{e, npr. aABb je
potpuno skrativa re~.

Neskrativa re~ je paradoksalna ako postaje potpuno skrativa ako se iz we
izbri{u sve pojave (i velika i mala slova) jednog te istog znaka, npr. takva je
re~ AbaB za azbuku od 2 simbola.
Zadatak: Pokazati da paradoksalne re~i postoje u svakoj azbuci od n simbola.
Drugim re~ima pokazati da za svaku kolekciju od n (velikih i malih) slova
A = {a1, A1, a2, A2, . . . , an, An} postoji neskrativa re~w = x1x2 . . . xk napisana
u ovom alfabetu (xi ∈ A) tako da ako se izabere bilo koji j = 1, . . . , n i obri{u
iz re~i w sva slova aj i Aj , tako dobijena re~ postaje potpuno skrativa.

3 Re~i i slike
Poka`imo kako se paradoksalne re~i prirodno povezuju sa paradoksalnim
ka~ewem slika i slu`e kao mnemotehni~ka pravila podesna za memorisawe
same procedure ka~ewa.
(1) Svakom ekseru se dodequje jedan znak u nekoj azbuci, npr. Slici 3

desno dodequje se azbuka A3 = {a,A, b, B, c, C} dok se Slici 4
desno asocira azbuka A2 = {a,A, b, B}.

1Operacija skra}ivawa re~i postaje jo{ prirodnija ukoliko se velika slova
interpretiraju kao inverzi malih, tj. umesto A,B, C pi{emo a−1, b−1, c−1 itd.
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(2) Polazimo od jednog kraja uzice i kre}emo se lagano ka drugom
kraju. Svaki put kad pre|emo iznad nekog eksera dopi{emo wemu
asocirano slovo i to tako {to pi{emo malo slovo ako je prela-
zak s leva na desno, odnosno veliko slovo ako je prelazak s desna
na levo.

Pogledajmo kako to izgleda u primerima. Slici 3 desno dodequje se re~ abc
jer smo kre}u}i se polako du` uzice prvo pro{li (s leva na desno) iznad
prvog eksera (i napisali slovo a), zatim iznad drugog, zatim tre}eg i dobili
kona~no abc. Slici 4 desno odgovara re~ aBAb. Naglasimo jo{ jednom da se
slova dopisuju samo kad se prolazi iznad eksera dok se prolazak ispod eksera
ne kodira. Primetimo da je re~ aBAb paradoksalna.
Tvr|ewe: Paradoksalnim ka~ewima slika odgovaraju paradoksalne re~i. Obr-
nuto, uvek dolazimo do paradoksalnog ka~ewa ako se slika oka~i tako {to se
uzme neka paradoksalna re~ i slika oka~i tako {to se zadata re~ iskoristi kao
uputstvo za ka~ewe.

NaSlici 6 prikazano je paradoksalno ka~ewe uz pomo} 4 �eksera�(vaqkasta
oslonca). Uverite se da je asocirana paradoksalna re~

(aBAb)(cDCd)(BabA)(DcdC). (1)

Zagrade nisu bitne i stavqene su samo radi preglednosti.

Slika 6:

4 Boromejski fenomen o~ima optimiste
Na po~etku ~lanka re~eno je da Boromejski i Brunovi prstenovi (paradoksalne
re~i, paradoksalna ka~ewa slika, itd.) simbolizuju veoma nestabilne sisteme
koji se potpuno anihiliraju pri najmawem �o{te}ewu�. Pogledajmo na ovakve
sisteme i sa malo vedrije strane, u duhu poznatog Zmajevog stiha �Radujmo se
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dru`e, {to se i na trnu, mogu na}i ru`e!�. Sistem koji da bi opstao za-
visi krucijalno od svakog svog sopstvenog dela afirmi{e ideju saradwe i
kooperacije, ideju poverewa u druge i svest da postoje neke va`ne i lepe stvari
koje se ne mogu stvoriti i o~uvati bez u~e{}a i zalagawa svakog pojedinca!

Slika 7: �^etiri sovice�.

Zadaci za ve`bu i razmi{qawe:
1. Ako je w re~ u nekoj azbuci onda je wen �inverz�w−1 re~ koja je potpuno
skra}uje (anihilira) ako se dopi{e pored we, tj. re~ ww−1 je potpuno skrativa.
Uveriti se da svaka re~ ima svoj inverz, npr. ako jew = abC onda jew−1 = cBA,
ako je w = a onda je w−1 = A, ako je w = B onda je w−1 = b itd.
2. Neka je w = x1x2 . . . xn re~ du`ine n u nekoj azbuci A = {a, A, b, B, c, C, . . .}.
Dokazati da se inverz w−1 od w mo`e dobiti ako se re~ w pro~ita unatra{ke
(pogleda u ogledalu) i svako slovo xi zameni svojim inverzom x−1

i ,

w−1 = x−1
n x−1

n−1 . . . x−1
1 .

3. Komutator [X, Y ] re~i X = x1 . . . xn i Y = y1 . . . ym se defini{e kao re~

[X, Y ] = XY X−1Y −1 = x1 . . . xny1 . . . ymx−1
n . . . x−1

1 y−1
m . . . y−1

1 .

Pokazati da ako su X i Y paradoksalne re~i i ako su re~i XY i Y X−1 neskra-
tive da je onda i komutator [X,Y ] tako|e paradoksalna re~.
4. Analizirajte ka~ewe slike uz pomo} 8 ekser~i}a prikazano na slici �~etiri
sovice�(Slika 7). Asocirajte varijablex1, x2, x3, x4 (s levanadesno) ekser~i}ima
iz gorwegreda, sli~novarijable y1, y2, y3, y4 ekser~i}imaiz dowegreda. Uverite
se da je re~ w asocirana sa ovim ka~ewem slike zadata sa

w = [x1, x
−1
2 ][x−1

4 , x3][y
−1
2 , y1][y3, y

−1
4 ].

5. Uverite se da se re~ asocirana sa slikom2 na naslovnoj strani ovog broja
Tangente dobija iz prethodne re~i identifikacijama x1 = y1 i x3 = y3.

2Autor naslovne slike kao i Slike 6 iz ~lanka je Du{an @ivaqevi}. Hvala
Du{ane! Autor Slike 1 (levo) je John Sullivan (TU, Berlin).
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