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Podnaslov "znakovi pored puta" ukazuje na karakter ovog zapisa. Gleda}u da pri-
bele`im va`ne korake u razotkrivawu pojedinih detaqa, konstrukcija, kqu~nih ideja
itd. koji omogu}uju "dubinsko" razumevawe teorije. Sre}no!

1 Ideja vodiqa
1.1 Politopi ♦n i ¤n i prva pojava znaktora
Posmatrajmo hiperoktaedar ♦n := conv{±ej}n

j=1 ⊂ Rn. Politop dualan hiper-
oktaedru je kocka ¤n := {x ∈ Rn | −1 ≤ xj ≤ +1}. Znak vektor ili znaktor1
je svaki element skupa Zn := {−1, 0, +1}n (ili skupa {−, 0, +}n). Skup Zn nasle-
|uje (pokoordinatno) parcijalno ure|ewe iz parcijalnog poretka na skupu Z = Z1

znakova zadatog relacijama +1 > 0 < −1. Smisao ovog poretka postaje jasniji ako
se uo~i da je ovaj poredak izomorfan posetu P (♦n) svih strana hiperoktaedra ♦n,
odnosno antiizomorfan posetu P (¤n) svih strana hiperkocke ¤n. Po navici sim-
plekse prirodno poistove}ujemo sa odgovaraju}im baricentrima. Otuda se i znaktori
mogu videti kao baricentri {to zna~i da se, bez ve}eg gubitka jasno}e, svaki znaktor
z = (ε1, . . . , εn) mo`e videti i kao vektor zF = 1

k

∑n
j=1 εnen gde je k broj elementata

skupa Iz := {j | εj 6= 0} i F := conv{εjej}j∈Iz

1.2 Preslikavawe Z : Rn → Zn

Svakom realnom broju r ∈ R dodequjemo odgovaraju}i znak Z(r) ∈ {−1, 0, +1}. Ovo
preslikavawe se pokoordinatno {iri na preslikavawe Z : Rn → Zn. Ako je S ⊂ Rn

onda je po definiciji SGN(S) := {Z(v) | v ∈ S} skup svih znaktora asociranim vek-
torima iz S. Primetimo da je SGN(S) = SGN(λS) = SGN (cone(S)) gde je λ > 0 i
cone(S) := ∪λ>0 λS otvoreni konus nad S. Specijalno, ako je U ⊂ Rn vektorski pod-
prostor, onda je SGN(U) =: V(U) skup svih vektora asociranog orjentisanog matroida
M(U). Alternativno V(U) se mo`e identifikovati kao skup svih (otvorenih) strana
◦
F poliedra ♦n taknvih da je U∩ ◦

F 6= ∅.
Zastanimo za trenutak i jo{ jednom pogledajmo posledwu re~enicu. Ona ka`e da

V(U) sadr`i informaciju o tome kako podprostor se~e politop ♦n. Svi mogu}i k-
dimenzionalni podprostori U ⊂ Rn ~ine Grasmanovu mnogostrukost Gk(Rn). Jedno
od od najzna~ajnijih pitawa u celoj oblasti je vezano za nala`ewe kombinatornog

1Vektori, tenzori ali i torzori, spinori, tvistori itd. (torsors, spinors, twistors) i
drugi -ori su definitivno u modi pa da i mi ne zaostanemo za svetom!
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modela za Grasmanian Gk(Rn). Postoji hipoteza da se do takvog modela mo`e do}i
"stratifikacijom" Grasmaniana u kojoj se dva podprostora U1 i U2 nalaze u istom
stratumu ukoliko je V(U1) = V(U2).

1.3 [ta je dakle orjentisani matroid!?
Formalno re~eno, orjentisani matroid je bilo kakva kolekcija znaktora M ⊂ Zn

koja je veoma sli~na kolekciji V(U) za neki podprostor U ⊂ Rn, videti [1] ili [3] za
formalnu definiciju. Ostavimo to pitawe po strani i fokusirajmo se na pitawe {ta
se mo`e re}i o podprostoru U ako je poznat skup V(U). Jedan od osnovnih rezultata
(Stav 6.8. iz [3]) ka`e da se iz V(U) mo`e rekonstruisati skup V∗(U) := V(U⊥) gde je
U⊥ ortogonalni komplement od U .
Glosarijum: Elementi skupa V(U) su vektori a elementi skupa V∗(U) su kovektori
matroidaM(U). Skup C(U) minimalnih elemenata skupa V(U) (u smislu poretka na
Zn) je skup ciklova (circuits) matroidaM(U) dok se elementi skupa C∗(U) := C(U⊥)
nazivaju kociklovi (cocircuits) matroidaM(U).

1.4 Stav 6.8. iz [3]
Definicija 1: Znaktori c i d su ortogonalni c ⊥ d ako postoje vektori c, d ∈ Rn takvi
da je c = Z(c) i d = Z(d) takvi da je 〈c, d〉 = 0, tj. vektori c i d koji su ortogonalni u
smislu uobi~ajenog skalarnog proizvoda na Rn. Ako je S ⊂ Zn onda je po definiciji
S⊥ skup svih znaktora x ∈ Zn takvih da je x ⊥ y za sve y ∈ S.

Tvr|ewe: (Stav 6.8. iz [3])
V(U)⊥ = V(U⊥).

Dokaz: Inkluzija V(U⊥) ⊆ V(U)⊥ sledi neposredno iz definicija skupova V(U) =
SGN(U) i V(U⊥) = SGN(U⊥) i ~iwenice da je c ⊥ d za svaka dva elementa c ∈ U i
d ∈ U⊥. Pretpostavimo da c /∈ V(U⊥). Neka je Fc odgovaraju}a strana hiperoktaedra
♦n. Po definiciji (videti odeqak 1.1) Fc := conv{εjej}j∈Iz gde je c = (ε1, . . . , εn) i
Ic := {j | εj 6= 0}. Iz uslova c /∈ V(U⊥) sledi da je U⊥∩ ◦

Fc= ∅. Odavde, primenom
principa separacije konveksnih skupova, sledi da postoji vektor d ∈ Rn takav da
je 〈d, x〉 = 0 za sve x ∈ U⊥ (dakle d ∈ U ) i 〈d, y〉 > 0 za sve y ∈ ◦

Fc. Prema tome
Z(d) ∈ V(U) je takav znaktor za kog ne va`i Z(d) ⊥ c odakle sledi c /∈ V(U)⊥. Ovo
dokazuje suprotnu inkluziju V(U)⊥ ⊆ V(U⊥).

2 Gejlova transformacija
Podprostor U ⊂ Rn ~iji matroidM(U) posmatramo ~esto je oblika U = Ker(A) gde
je A : Rn → Rd matrica ranga d. Sama matrica se mo`e interpretirati kao kolekcija
kolona vektora A = [a1a2 . . . an] u Rd a elementi λ ∈ Ker(A) kao linearne zavisnosti∑

j λjaj = 0 me|u wima.
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Gejlova transformacija konfiguracije vektoraA = {a1, a2, . . . , an} uRd je jedna od
kolekcija vektora B = {b1, b2, . . . , bn} u prostoru Rn−d takva da za asociranu matricu
B = [b1b2 . . . bn] va`i da je U⊥ = Ker(B).

Postoje dve ta~ke gledi{ta na to kako se dolazi do matrice B. Matrica A je jedan
od "diferencijala" u kratkom ta~nom nizu

0 −→ Rn−d B−→ Rn A−→ Rd −→ 0

dok je drugi diferencijal matrica B koju je potrebno odrediti. Moja omiqena ta~ka
gledi{ta je da vidimB kao "univerzalnu"matricu koja zadovoqava jednakostA◦B = 0,
tj. kao jednu od matrica koja ima osobinu A ◦ B = 0 ali takvu da za svaku matricu C
koja ima osobinu A ◦ C = 0 postoji matrica D takva da je C = B ◦ D. Na primer
ako se matrica A, mno`ewem invertibilnom (d × d)-matricom sa leve strane dovede
na oblik A = [Id A′], onda je B = [−A′ Id]t.

Ostaje da se uverimo da je B matrica koja ima osobinu da je Ker(B) = U⊥.
Prelaskom na duale dolazimo do kratkog ta~nog niza

0 ←− (Rn−d)∗ B∗←− (Rn)∗ A∗←− (Rd)∗ ←− 0

Tra`eni zakqu~ak sledi iz dobro poznate ~iwenice da je Im(A∗) ⊥ Ker(A) i ta~nosti
dualnog niza Ker(B∗) = Im(A∗).

A
B

= 0

Slika 1: Matrice A i B.

2.1 Kategorija slobodno mno`e}ih pravougaonika
Defini{imo malu kategoriju P slobodno mno`e}ih pravougaonika u kojoj su objekti
prirodni brojevi a morfizmi pravougaonici. Sasvim precizno Ob(P) = {[n]|n ∈ N}
a za svaki par [m], [n] ∈ Ob(P) se uvodi jedinstveni morfizam ¤m,n : [m] → [n] koji se
naziva (m× n)-pravougaonik. Po definiciji ¤d,n ◦¤n,p = ¤d,p.

KategorijaP je uvedena da se podkrepi na{a intuicija matri~nog mno`ewa bazira-
nog na mno`ewu odgovaraju}ih pravougaonika. Slede}i korak bi mogao biti defini-
sawe kategorijePP ("particije pravougaonika") u kojoj su objekti parovi (n; (mj)d

j=1)
gde je n ∈ N a (mj)d

j=1 niz takav da je m1 + . . . + md = n (ure|ena particija prirodnog
broja n). Morfizmi u PP su pravougaonici razbijeni na blokove.

Smisao kategorijePP bio bi da potkrepi na{uintuiciju mno`ewamatrica razbi-
jenih na blokove.
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2.2 Matrica ili linearni operator!?
Mogu}nost gipkogprela`ewaiz jednog jezika u drugi je vrlokorisnaosobina savremene
linearne algebre. Invarijatni (funktorijalni) jezik je jedna od kqu~nih karakter-
istika savremene matematike i u linearnoj algebri ovim jezikom se obra}amo kad
govorimo o linearnim operatorima, ta~nim nizovima itd. Konkretni matri~ni jezik
s druge strane je neverovatno koristan u kombinatornim i geometrijskim manipulaci-
jama (Gejlova transformacija je odli~an primer z ailustraciju).
Odgovor na pitawe iz naslova: I matrica i linearni operator!

3 ^emu slu`i Gejlova transformacija!?
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