
Mini-kurs ”Morsova teorija”
CGTA-seminar 2007

Druga lekcija

Nala�eǌe kritiqnik taqaka i odgovaraju�ih indeksa su ”so i hleb”
Morsove teorije. Xta je sa ”peqeǌem”, ”kiflicama sa d�emom” i
drugim delovima ”Morsovskog kuvara”?! Ni jedna gozba (simpozijum) se
ne pamti samo po hlebu, pa je i nax slede�i korak analiza xta se mo�e
dobiti iz informacije o kritiqnim taqkama i ǌihovim indeksima.

Po�imo od n-dimenzionalne sfere

Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = x2
0 + x2

1 + . . . + x2
n = 1},

prostora koji nam je jako dobro poznat i koji mo�e da poslu�i kao
test primer za problem otkrivaǌa topologije mnogosturkosti na osnovu
informacije dobijene iz neke ǌene Morsove funkcije. Funkcija

f : Sn → R, x 7→ f(x) = x0

ima samo dve kritiqne vrednosti −e0 i e0 (minimum i maksimum) pri
qemu je ind(−e0) = 0 i ind(e0) = n. Nije texko pokazati a jox lakxe
poverovati da je sfera jedina mnogostrukost koja ima samo dve kritiqne
taqke. Mnogo interesatnije ponaxaǌe ima slede�a funkcija

φ : Rn+1 → R, φ(x) = λ0x
2
0 + λ1x

2
1 + . . . + λnx2

n

gde je 0 < λ0 < λ1 < . . . < λn. Poxto je grad(φ) = (2λ0x0, 2λ1x1, . . . , 2λnxn),
iz uslova kritiqnosti grad(φ)x⊥TxSn ili xto je ekvivaletno (La-
gran�ovi multiplikatori) analiznom kritiqnik taqaka funkcije

λ0x
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n − λ(x2
0 + x2

1 + . . . + x2
n),

nalazimo da je skup kritiqnih taqaka funkcije φ na sferi Sn

Crit(φ) = {±e0,±e1, . . . ,±en}.
Zapamtimo da je λ = λj multiplikator koji odgovara kritiqnim taqkama
−ej i ej. Odredimo indekse ovih kritiqnih taqaka. Uoqimo da Z2-
dejstvo na Sn definisano involucijom ω(x) = −x quva funkciju φ, tj.
φ(−x) = φ(x). Odavde zakǉuqujemo da je ind(−ej) = ind(ej) pa je dovoǉno
na�i jedan od ova dva indeksa.

Uzmimo x0, . . . , x̂j , . . . , xn kao lokalne koordinate na sferi Sn u okoli-
ni taqke ej (x̂j kao i obiqno znaqi da je ta koordinata ispuxtena). Iz
uslova x2

j = 1− (x2
0 + . . . + x2

j + . . . + x2
n), dobijamo lokalni zapis funkcije

φ u tim koordinatama

φ(x) = λj +
n∑

k=0

(λk − λj)x2
k.

Odavde se neposredno oqitava da je ind(ej) = j. Kako iskoristiti ovu
informaciju!?



Morsovo skeniraǌe mnogosturkosti

Osnovna upotreba Morsove funkcije f : M → R je da se uz ǌenu pomo�
skenira mnogosturkost M . Zamixǉaju�i da se parametar (”visina”) c
sve vixe pove�ava, skeniramo M tako xto posmatramo xta se pri tome
dexava sa c-podnivoom M≤c = {x ∈ M | f(x) ≤ c}. Primetimo da je
podnivo M≤c mnogostrukost sa granicom i da je ∂(M≤c) = Mc gde je
Mc = {x ∈ M | f(x) = c} odgovaraju�i nivoski skup.

Ako je c < min(f) onda je naravno M≤c = ∅. Sliqno, ako je c ≥ max(f)
onda je M≤c = M . Mo�e se zakǉuqiti da se laganim rastom parametra c
pred nama pomaǉa cela mnogosturkost M kao i da se ona u nekom smis-
lu mo�e rekonstruisati ako ustanovimo xta se doga�a sa podnivoskim
skupom pri malim promenama parametra c.

Prvi princip Morsove rekonstrukcije: Ukoliko u zatvorenom in-
tervalu [c0, c1] nema kritiqnih vrednosti Morsove funkcije f : M → R,
onda su svi podnivoi M≤t, c0 ≤ t ≤ c − 1 me�usobno topoloxki jednaki
(homeomorfni, difeomorfni qak). Drugim reqima podnivoski skup M≤t

lagano raste ali ne meǌa svoj topoloxki tip.

Drugi princip Morsove rekonstrukcije: Pretpostavimo da c0 i c1

nisu kritiqne vrednosti kao i da u intervalu (c0, c1) postoji taqno jedna
kritiqna vrednost c funkcije f . U tom sluqaju je

M≤c1
∼= M≤c0 ∪h N.

Drugim reqima podnivoska mnogostrukost M≤c1 se i iz podnivoske mno-
gostrukosti M≤c0 dobija tako xto se na ǌu ”nalepi” (uz pomo� funkcije
h) nova mnogostrukost N qiji karakter zavisi samo od kritiqnih taqaka
koje odgovaraju kritiqnoj vrednosti c.

Dobra vest: Sve xto se mo�e desiti (vrsta mnogosturkosti N i naqin
lepǉeǌa) dexava se ve� u sluqaju Morsove funkcije φ definisane na
sferi Sn. Drugim reqima dovoǉno je shvatiti xta se dexava sa pod-
nivoskim skupovima ove funkcije pa da se ima kompletna slika o gener-
alnom sluqaju!

”Mathematica” animacija: Iskoristiti stereografsku projekciju

Sp : S3 \ {e3} → R3 (x0, x1, x2, x3) 7→ (y0, y1, y2) =
1

1− x3
(x0, x1, x2)

za vizuelizaciju (parametrizaciju) 3-sfere. Funkcija φ u y-koordinatama
dobija slede�i oblik:

φ(y) = (1− x3)2[λ0y
2
0 + λ1y

2
1 + λ2y

2
2 ] + λ3x

2
3

pri qemu je

x3 =
‖y‖2 + 1
‖y‖2 − 1

.

• Odrediti kritiqne taqke funkcije φ u y-koordinatama.



• Izborom konkretnih parametara λ0 < . . . < λ3 posmatrati
xta se dexava sa podnivoskim skupovima φ−1((−∞, t]) kada
parametar t raste od min(φ) = λ0 do max(φ) = λ3.

Teorija predvi�a da bi scenario promene podnivoskog skupa trebao da
izgleda otprilike ovako:

• Za t < λ0 na ekranu (tj. u prostoru R3) ne vidi se nixta.

• U trenutku t = λ0 pojavǉuju se dve taqke (minimumi
funkcije φ).

• Ove dve taqke postaju sve ve�e lopte sa rastom parametra
t u intervalu λ0 < t < λ1.

• Kako se parametar t pribli�ava kritiqnoj vrednosti λ1,
lopte ispuxtaju jedna prema drugoj dva para ”ruku” (pseu-
dopoda) koje se i dodirnu za t = λ1.

• U intervalu λ1 < t < λ2 parovi ”ruku” su se spojili i
pred nama je pun torus (”Morsov �evrek”).

• Nexto dramatiqno se doga�a kada parametar t poqne da se
pribli�ava kritiqnoj vrednosti λ2. �evrek, sa jedne i sa
druge strane poqiǌe da gradi kupole koje imaju tendenciju
da se zatvore.

• Prolaskom kroz kritiqnu vrednost t = λ2, kupole su se
zatvorile i �evrek se zatvorio u sferu (sa zadebǉanim
zidovima).

• Dok parametar te�i najve�oj kritiqnoj vrednosti, t →
λ3, zidovi sfere se sve vixe zadebǉavaju (popuǌavaju�i i
unutraxǌu i spoǉaxǌu rupu) i pred nama se podnivoski
skup kompletira do polazne mnogosturkosti S3 = R3∪{∞}.

Opa�aǌa: Antipodalno dejstvo x 7→ −x u sferi S3 se na ”ekranu” R3

vidi kao inverzija u odnosu na centralnu 2-sferu S = {y ∈ R3 | ‖y‖ = 1}.
Ovo nam dopuxta da projektivni prostor S3/{x = −x} vizuelizujemo kao
loptu B = {x ∈ R3 | ‖y‖ ≤ 1}} u kojoj se identifikuju taqke y i −y na
sferi S. Ovaj model fiziqari zovu π-lopta (videti npr. F. Herbut,
Kvatna mehanika, str. 169). Poxto je Morsova funkcija φ : S3 → R
invarijatna u odnosu na antipodalno dejstvo ona indukuje Morsovu
funkciju φ′ : RP 3 → R. Podnivoski skupovi RP 3

≤t = φ′−1(−∞, t] se vr-
lo lepo prate u odgovaraju�oj π-sferi. Zaista RP 3

≤t = S3
≤t/Z2. Otud

zakǉuqujemo da npr. dve lopte u gorǌem scenariju postaju jedna lopta
(u π-sferi), ”�evrek” ostaje �evrek ali ”podeǉen sa 2” itd. Zakǉuqak
je da nam gorǌi scenario, interpretiran u π-sferi, dopuxta da pra-
timo geometriju projektivnog prostora RP 3 i npr. oderedimo homolxke
grupe ove mnogosturkosti!


