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Elementary Lemma. Let φ0(t), t ∈ [0, t0 ≤ +∞) be a smooth, positive, monotone
decreasing function where (log φ0)′′ ≤ 0 and moreover (log φ0)′′ is monotone decreasing.
Let λ(τ), τ ≤ τ0 ≤ t0 be a positive function and define, for t ∈ [0, t0 − τ0], ψ(t) =
inf0≤τ≤τ0λ(τ)φ0(t + τ). Then

∫ ε
0 ψ(t)dt∫ t0−τ0

0 ψ(t)dt
≥

∫ ε
0 φ0(t)dt∫ t0
0 φ0(t)dt

. (1)

Gromov dokaz ove leme kvalifikuje kao direktan ( “straightforward”) i ostavqa ga
~itaocu. Ovde dajemo jedan dokaz ove leme koji pored ostalog pokazuje da se neki
uslovi na funkciju φ0 mogu bitno oslabiti.

0.1 log-konkavne funkcije i mere

Definicija 1: Funkcija f : X → R definisana na konveksnom skupu X ⊂ Rn je
log-konkavna ukoliko je nenegativna i za sve elemente x, y ∈ X i α + β = 1, α, β ≥ 0,
zadovoqava relaciju

f(αx + βy) ≥ f(x)α · f(y)β. (2)

Drugim re~ima funkcija f je log-konkavna ukoliko je log(f) konkavna funkcija. Za
meru dµ = f dm ka`emo da je log-konkavna ukoliko je wena funkcija gustine f log-
konkavna.

Teorija log-konkavnihfunkcija je interesatnija i sadr`ajnija nego{to bi semoglo
pomisliti na prvi pogled. Neke od najva`nijih funkcija, me|u wima je i funkcija
y = e−x2 su log-konkavne. Uslov log-konkavnosti (log φ0)′′ ≤ 0 koji se pojavquje u
formulaciji leme Gromova je i najva`nije svojstvo te funkcije.

0.2 Levo dominatne mere
Neka su µ i ν dve verovatnosne (Borelove) mere definisane na intervalu [0, t0) (slu~aj
t0 = +∞ je dopu{ten). Ka`emo da je µ levo dominantna u odnosu na ν i pi{emo µ <L ν
ako za svaki 0 ≤ ε ≤ t0 va`i nejednakost

µ([0, ε]) ≥ ν([0, ε]).
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U ovom prikazu ograni~i}emo se na bezatomne mere i to po pravilu mere oblika
f dt gde je dt Lebegova mera a f neprekidna (ili glatka) funkcija. Slede}e tvr|ewe
navodimo radi kompletnosti. Ono se lako dokazuje aproksimacijom (u L1(µ)-normi)
monotono opadaju}e funkcije f pozitivnim kombinacijama funkcija oblika χ[0,ε) gde
je χA karakteristi~na funkcija skupa A.
Tvr|ewe 1: Mera µ je levo dominatna u odnosu na meru ν ako i samo ako

Eµ(f) =
∫ t0

0
f dµ ≥

∫ t0

0
f dν = Eν(f)

za svaku nenegativnu, monotono opadaju}u (nerastu}u) funkciju f : [0, t0) → R.
Definicija leve dominatnosti se prirodno mo`e pro{iriti i na pozitivne mere

koje nisu obavezno verovatnosne. Za takve mere ka`emo da je µ <L ν, tj. da je µ levo
dominatna u odnosu na ν ukoliko to va`i za odgovaraju}e asocirane verovatnosne mere

µ1 =
1

µ([0, t0))
µ i ν1 =

1
ν([0, t0))

ν.

Na primer ako su f, g : [0, t0) → R dve pozitivne i neprekidne funkcije a µ verovat-
nosna mera na [0, t0), onda f dµ levo dominantna u odnosu na meru g dµ ako za svaki
0 ≤ ε < t0 va`i nejednakost

∫ ε
0 f(t)dµ(t)∫ t0
0 f(t)dµ(t)

≥
∫ ε
0 g(t)dµ(t)∫ t0
0 g(t)dµ(t)

. (3)

Po dogovoru, funkcija f je levo dominatna u odnosu na funkciju g, u oznaci f <L g,
ukoliko je f dt <L g dt, gde je dt Lebegova mera na [0, t0). Prema tome �Lema Gromova�
}e biti dokazana (~ak u ne{to poja~anoj formi) ako poka`emo da je ψ <L φ0.

0.3 Kriterijum leve dominatnosti funkcija

Tvr|ewe 2: Ako su f, g : [0, t0) → R dve pozitivne, neprekidne funkcije, onda je f <L g
ako je h := f/g rastu}a (tj. neopadaju}a) funkcija na [0, t0). Jo{ generalnije, ako je µ
verovatnosna mera na [0, t0) i h : [0, t0) → R rastu}a (neopadaju}a) funkcija, onda je

µ <L
1

Eµ(h)
h · µ.

Dokaz: Za sredwu vrednost funkcije h na intervalu [0, t0) va`i

Eµ(h) =
∫ t0

0
h dµ = µ([0, ε])(

1
µ([0, ε])

∫ ε

0
h dµ) + µ([ε, t0))(

1
µ([ε, t0))

∫ t0

ε
h dµ)

(4)
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tj. Eµ(h) je jednaka konveksnoj kombinaciji sredwih vrednosti iste funkcije na in-
tervalima [0, ε] i [ε, t0). Po{to je h rastu}a funkcija zakqu~ujemo da va`i

1
µ([0, ε])

∫ ε

0
h dµ ≤ 1

µ([ε, t0))

∫ t0

ε
h dµ

pa iz (4) dobijamo nejednakost

Eµ(h) ≥ 1
µ([0, ε])

∫ ε

0
h dµ ⇒ µ([0, ε]) ≥ 1

Eµ(h)

∫ ε

0
h dµ

{to je tra`ena nejednakost. ¤

0.4 Dokaz leme Gromova
Lemu Gromova }emo dokazati u poja~anoj formi. Neki uslovi nisu potrebni, npr.
uslov o monotonosti funkcije (log φ0)′′ {to nagove{tava da je sam Gromov verovatno
bazirao svoj dokaz na drugim argumentima.
Tvr|ewe 3: Neka je φ0(t), t ∈ [0, t0 ≤ +∞) glatka, pozitivna i log-konkavna funkcija
(log φ0)′′ ≤ 0. Neka jeλ(τ), τ ≤ τ0 ≤ t0 pozitivna (neprekidna)funkcija. Defini{imo,
za t ∈ [0, t0 − τ0), funkciju ψ(t) = inf0≤τ≤τ0λ(τ)φ0(t + τ). Tada va`i nejednakost

∫ ε
0 ψ(t)dt∫ t0−τ0

0 ψ(t)dt
≥

∫ ε
0 φ0(t)dt∫ t0
0 φ0(t)dt

. (5)

Dokaz: Pro{irimo funkciju ψ na ceo interval [0, t0),

ψ(t) = inf{λ(τ)φ0(t + τ) | 0 ≤ τ ≤ τ0 i t + τ < t0}.

Doka`imoda je za dokaz lemeGromova dovoqno dokazati da ovako definisanafunkcija
ψ ima osobinu da je funkcija ψ/φ0 opadaju}a na intervalu [0, t0). Zaista, oslawawem
na Tvr|ewe 2, iz ~iwenice da je φ0/ψ rastu}a funkcija sledela bi nejednakost

∫ ε
0 ψ(t)dt∫ t0
0 ψ(t)dt

≥
∫ ε
0 φ0(t)dt∫ t0
0 φ0(t)dt

(6)

koja o~evidno povla~i nejednakost (5).
Lema: Pod uslovima Tvr|ewa 3, funkcija ψ/φ0 je opadaju}a na intervalu [0, t0).
Dokaz leme: Iz uslova (log φ0)′′ ≤ 0 zakqu~ujemo (teorema o sredwoj vrednosti) da
va`i

∆τ∆θ(log φ0)(t) ≤ 0 (7)

gde su θ i τ pozitivni brojevi takvi da je t + θ + τ < t0 i

∆θ(g)(t) = g(t+θ)−g(t), ∆τ∆θ(g)(t) = g(t+θ+τ)−g(t+θ)−g(t+τ)+g(t).
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Iz (7) dobijamo

φ0(t + θ + τ)
φ0(t + θ)

≤ φ0(t + τ)
φ0(t)

⇒ λ(τ)φ0(t + θ + τ)
φ0(t + θ)

≤ λ(τ)φ0(t + τ)
φ0(t)

.

Ako na obe strane posledwe nejednakosti potra`imo infimum po dopustivim vred-
nostima od τ dobijamo nejednakost

ψ(t + θ)
φ0(t + θ)

≤ ψ(t)
φ0(t)

{to je i `eqena nejednakost.
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