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Karakteristiqne klase: (potsetnik)
Svako n-dimenzionalno (realno) vektorsko raslojeǌe E

π→ B, mo�e se
vizuelizovati kao familija {Eb}p∈B vektorskih prostora parametrizo-
vana taqkama iz B. Ako se taqka b ∈ B pomera, npr. du� neke krive u
B, sloj raslojeǌa Eb = π−1(b) se tako�e pomera i uvija. Jedan od naqi-
na da se ”izmeri” uvijaǌe vektorskog raslojeǌa je preko odgovaraju�ih
kohomoloxkih karakteristiqnih klasa wi = wi(E) ∈ Hi(B,Z2) poznatih
kao Stiefel-Whitney-jeve klase.

Asocirajmo svakom vektorskom raslojeǌu ξ = {E π→ B} odgovaraju�i
Stiefel-Whitney polinom

Pt(ξ) = PSF
t (ξ) = tn + w1(ξ)tn−1 + . . . + wn−1(ξ)t + wn(ξ).

Polinom Pt(ξ) mo�emo videti formalno kao zgodan naqin da se vodi
evidencija o Stiefel-Whitney-klasama raslojeǌa, npr. PSW

1 (ξ) je totalna
S-W -klasa raslojeǌa ξ.

Slede�i rezultat ima funadamentalno znaqeǌe i verovatno je naj-
va�nije sredstvo za izraqunavaǌe S-W -klasa.

Teorema 1: (Whitney-jeva teorema)

(1) Pt(ξ ⊕ η) = Pt(ξ) · Pt(η).

Posledica 1: Ako se raslojeǌe razla�e na sumu linijskih (tj. jednodi-
menzionalnih) raslojeǌa,

ξ ∼= L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Ln

onda se polinom Pt(ξ) faktorixe na linearne qinioce, tj. va�i

(2) Pt(ξ) = (t + x1)(t + x2) . . . (t + xn)

gde je xi = w1(Li) prva S-W -klasa raslojeǌa Li.

Napomena 1: Polinom Pt(ξ) se vrlo prirodno pojavǉuje u opisu koho-
mologije H∗(P(ξ)) projektivizacije raslojeǌa ξ. Sasvim precizno,

H∗(P(ξ)) ∼= H∗(B)[t]/(Pt(ξ))

ili drugim reqima kohomologija od P(ξ) se dobija iz kohomologije baze
H∗(B) dodavaǌem jox jednog generatora t graduacije 1 i seqeǌem po
glavnom idealu generisanom sa Pt(ξ). Klasa t se interpretira kao To-
mova (R. Thom) klasa kanonskog linijskog raslojeǌa nad P(ξ).

Princip rascepǉivaǌa: (Splitting principle) Svako ”univerzalno” tvrd-
jeǌe o S-W -klasama je dovoǉno dokazati za sluqaj raslojeǌa koja se
razla�u na sumu linijskih (videti Posledicu 1).



Primer 1: Doka�imo da va�i

Sq1(wm(ξ)) = w1(ξ)wm(ξ) + (m + 1)wm+1(ξ).

Zaista, ako se ξ razla�e na linijska raslojeǌa onda je

wm = σm(x1, x2, . . . , xn) = . . . + xi1xi2 · · ·xim
+ . . .

i va�i Sq1(σm) = τm+1 gde je

τm+1(x1, x2, . . . , xm) = . . . + (
m∑

k=1

xi1 · · ·x2
ik
· · ·xim

) + . . . .

Za kraj dokaza dovoǉno je simetriqnu funkciju τm+1 izraziti preko
elementarnih simetriqnih funkcija σj.

ZADACI

1. Dokazati da za svaku povrx (kompaktnu dvodimenzionalnu mno-
gostrukost) M va�i relacija

w2(M) = w2
1(M)

gde je po definiciji wj(M) = wj(TM).

2. Dokazati da za svaku kompaktnu dvodimenzionalnu mnogostrukost M
va�i relacija

α ∪ α = w1 ∪ α

za svaku klasu α ∈ H1(M,Z2).

3. Dokazati da nad kru�nicom S1 postoje taqno dva neizomorfna, n-
dimenzionalna, realna vektorska raslojeǌa. Jedno je trivijalno raslo-
jeǌe εn a drugo je raslojeǌe η1⊕εn−1 gde je η1 netrivijalno (Mebijusovo)
jednodimenzionalno raslojeǌe nad S1.

4. Dokazati da za svaka dva realna raslojeǌa E i F nad B va�i
w1(E) = w1(F ) ako i samo ako je w1(f∗(E)) = w1(f∗(F )) za svako pres-
likavaǌe f : S1 → B. Kako glasi odgovaraju�e tvr�eǌe za klasu w2?!
Napomena: Korisno je znati da za svako preslikavaǌe f : X → Y i klase
x ∈ Hk(X), y ∈ Hk(Y ) va�i 〈y, f∗(x)〉 = 〈f∗(y), x〉.
5. Dokazati da za svaku glatku, kompaktnu 4-mnogostrukost M va�i
relacija

α ∪ α = (w2 + w2
1) ∪ α

za svaku klasu α ∈ H2(M,Z2).

6. Ako su ξ i η dva linijska (tj. jednodimenzionalna) raslojeǌa i ξ ⊗ η
ǌihov tenzorski proizvod, dokazati da va�i

w1(ξ ⊗ η) = w1(ξ) + w1(η).



7. Odrediti S-W -klase raslojeǌa E⊗F kao funkcije S-W -klasa raslo-
jeǌa E i F .

8. Pokazati da za svaka dva linijska (1-dimenzionalna), kompleksna
raslojeǌa L1 i L2 nad sferom S2 va�i

(L1 ⊗ L2)⊕ ε1 ∼= L1 ⊕ L2.

Da li ovaj izomorfizam va�i ako se S2 zameni sa S4?!

9. Dokazati da je w2k+1(ξ ⊕ ξ) = 0 za svako vektorsko raslojeǌe ξ.

10. Dokazati da za svako realno vektorsko raslojeǌe ξ va�i relacija

Sq2(wn(ξ)) = w2(ξ) ∪ wn(ξ) +
(

n

1

)
w1(ξ) ∪ wn+1(ξ) +

(
n

2

)
wn+2(ξ).

11. Pokazati da je za svako realno raslojeǌe ξ = {E → B} nad kompakt-
nom bazom B, postoji homeomorfizam (lokalno kompaktnih) prostora

P(ξ ⊕ ε1) \ P(ξ) ∼= E.

Dedukovati odavde da je P(ξ ⊕ ε1)/P(ξ) homeomorfan sa Tomovim pros-
torim Th(ξ) od ξ i zakǉuqiti da va�i H∗(P(ξ ⊕ ε1),P(ξ)) ∼= H∗(E, E0).
Dedukovati odavde da postoji kratak taqan niz

0 → H∗(E,E0)
j→ H∗(P(ξ ⊕ ε1)) → H∗(P(ξ)) → 0

i pokazati da je j(U) = Pt(ξ)!

12. Pokazati da ako je mnogostrukost Nn granica mnogostrukosti Mn+1

da su onda svi S-W -brojevi mnogosturkosti N jednaki nuli. Po defini-
ciji, S-W -broj je 〈x, [N ]〉 gde je x neka n-dimenzionalna karakteristiqna
kohomoloxka klasa tangentnog raslojeǌa T (N) i [N ] ∈ Hn(N) fundamen-
talna homoloxka klasa.

13.1 Neka je ξ = {E π→ B} realno, n-dimenzionalno vektorsko raslo-
jeǌe i m, p dati celi brojevi. Zanima nas da li se u ovom raslojeǌu
mogu na�i m + p neprekidnih seqeǌa s1, s2, . . . , sm+p takvih da je me�u
ǌima bar m linearno nezavisnih tj. da je rang potprostora Eb gener-
isanim vektorima {sj(b)}m+p

j=1 bar m za svaki b ∈ B. Dokazati da je prva
opstrukcija O (modulo 2) za rexeǌe ovog problema Stiefel-Whitney-jeva
klasa data formulom

O = det




wm wm+1 . . . wm+p

wm−1 wm . . . wm−p+1

...
...

. . .
...

wm−p wm−p+1 . . . wm




1Nagradni zadatak: Svi zadaci sa ovog spiska su ”nagrad-
ni”! Po propozicijama rexeǌe se prihvata ako je u�ivo
izlo�eno na nekom od slede�ih sastanaka seminara i ako se
seminar saglasi da je rexeǌe u redu! Rok za rexavaǌe nagrad-
nih zadataka je 1. septembar 2006.


