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U ovom ~lanku zagleda}emo se �okom topologa� u du{u poznate kombinatorne Ki
Fan-ove teoreme (Ky Fan). Kao {to je poznato, teorema Ki Fana (ili za ovu priliku
fanki teorema), generalizacija je poznate Takerove (Tucker) teoreme (leme), koja ja je
u nekom smislu ro|ak [pernerove ( Sperner) teoreme (leme).

1 Takerova teorema
Teorema 1 (A.W. Tucker): Pretpostavimo da je n-dimenzionalna lopta (disk) Dn =
{x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} trijangulisana trijangulacijom T koja je centralno simetri~na na
granici lopte ({to zna~i da je trijangulacija indukovana na granici ∂(Dn) ∼= Sn−1

invarijatna u odnosu na antipodalnu involuciju x 7→ −x). Neka je

λ : V (T ) → {+1,−1,+2,−2, . . . , +n,−n}

neko preslikavawe definisano na skupuV (T ) temenena trijangulacije koje zadovoqava
uslov λ(−v) = −λ(v) za svako teme v ∈ ∂(Dn) (uslov simetri~nosti na granici odDn).
Tada postoji ivica (1-simpleks) {u, v} u trijangulaciji T takva da je λ(u) = −λ(v).

[pernerova lema je izmi{qena sa ciqem da se prona|e kombinatorno izvo|ewe Brau-
verove teoreme o nepokretnoj ta~ki. Sli~no, Takerova lema nudi kombinatorni dokaz
Borsuk-Ulamove teoreme (BU). Veza izme|u Teoreme 1 i BU-teoreme uspostavqa se ako
interpretiramo ozna~avawe λ kao preslikavawe

λ′ : V (T ) → {e1,−e1, e2,−e2, . . . , en,−en}

gde je {ej}n
j=1 uobi~ajena ortonormirana baza u Rn. Preslikavawe λ, definisano

na temenima trijangulacije T , jednistveno se pro{iruje do simplicijalnog presli-
kavawa Λ : Dn → Rn. Primetimo da je slika Image(Λ) ⊂ ♦n gde je hiperoktaedar ♦n

(cross-polytope) u Rn definisan kao konveksni omota~

♦n := conv{e1,−e1, e2,−e2, . . . , en,−en}.

Interpretirajmo Dn kao gorwu polusferu Sn
+ n-dimenzionalne sfere Sn i ve} zadano

preslikavawe Λ : Sn
+ → ♦n pro{irimo na dowu polusferu Sn− tako da va`i Λ(−x) =

−Λ(x) (ovo je mogu}e jer Λ ve} zadovoqava taj uslov na granici ∂(Sn
+) = ∂(Dn)).

Dobijeno preslikavawe Λ : Sn → ♦n po Borsuk-Ulamovoj teoremi ima nulu, tj. ta~ku
x takvu da je Λ(x) = 0. Odavde se dedukuje da neka ivica {u, v} minimalnog simpleksa
u kome se ta~ka x nalazi, zadovoqava uslov Λ(u) = −Λ(v).
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2 Ki Fanova teorema
Na{a formulacija Ki Fanove teoreme se unekoliko razlikuje od originala ali se
jednostavno prelazi iz jedne forme u drugu.
Teorema (Ky Fan, Annals of Mathematic, 1952): Neka je T antipodalno simetri~na
trijangulacija (n− 1)-dimenzionalne sfere Sn−1. Pretpostavimo da postoji simpli-
cijalno, Z2-ekvivariantno preslikavawe Λ : Sn → ∂(♦d) ove (n− 1)-sfere u granicu
hiperoktaedra ♦d.

Pitawe1: Ako jeTakerova teoremaposledicaBorsuk-Ulamove teoreme, koji topolo{ki
princip je odgovroan za teoremu Ki Fana!?

3 Homologija projektivnih prostora
Tema je svima bliska i dobro obra|ena u literaturi. Ipak evo nekoliko najva`nijih
~iwenica.

Kada `elimo boqe upoznati neku mnogostrukost, dobra po~etna strategija je
sastavqawe �spiska�wenih interesatnih podmnogostrukosti. Neka je P (U) projek-
tivni prostor asociran sa vektorskim prostorom U ∼= Rn. Ako je V ∼= Rk vek-
torski potprostor od U , onda je P (V ) (k − 1)-dimenzionalna podmnogosturkost mno-
gostrukosti P (U). Za razne izbore od V , pri ~emu je k = 1, . . . , n, dobijamo razne
podmnogostrukosti od P (U) i osnovna opservacija je da su to i jedine �interesantne�
podmnogostrukosti od P (U). Preciznim jezikom re~eno:

(1) cikl [P (V )] je generator homolo{ke grupe Hk−1(P (U)) ∼= Z2, dakle dva
razli~ita, k-dimenzionalna potprostora V i V ′ defini{u iste (k−1)-
dimenzionalne klase [P (V )] i [P (V ′)].

(2) Homolo{ki ∪-proizvod ovih klasa je [P (V )] ∩ [P (V ′)] = [P (W )] uz
pretpostavku dim(V ) = p, dim(V ′) = q i dim(W ) = p + q − n ≥ 1.

Ako je x ∈ H1(P (U);Z2) Poenkareov dual homolo{ke klase [P (V )], gde je dim(V ) =
n− 1, onda se iz (1) i (2) i dualnosti homologije i kohomologije lako dokazuje da je:

(3) klasa xp ∈ Hp(P (U)) Poenkareov dual klase [P (V )] ∈ Hn−1−p(P (U)),
gde je dim(V ) = n− p.

(4) H∗(P (U)) ∼= Z2[x]/(xn = 0).

4 Neparna moment kriva
Moment kriva u Rd, defini{e se kao skup Γd = {γ(t) | −∞ < t < +∞} gde je
γ(t) := (t, t2, . . . , td). Cikli~ni politop Cd,n defini{e se kao konveksni omota~
Cd,n = conv{γ(tj) | t1 < t2 < . . . < tn} za neki izbor parametara tj . Definicija je
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korektna jer kombinatorni tip politopa Cd,n ne zavisi od konkretnog izbora brojeva
ti ∈ R.
Neparna moment kriva Σd se defini{e kao skup Σd := {σ(t) | −∞ < t < +∞}, gde
je σ(t) := (t, t3, . . . , t2d−1). Defini{imo �neparni�, odnosno centralno simetri~ni
cikli~ni politop CCd,n (za parametre 0 < t1 < t2 < . . . < td) kao konveksni omota~

CCd,n = conv{σ(tj) | −tn < . . . < −t1 < t1 < . . . < tn}.

Iz centralne simetri~nosti politopa CCd,n sledi 0 ∈ Cd,n. Zbog toga je 0 ∈
conv{v0, v1, . . . , vd} za neki izbor temena vj politopa CCd,n. Slede}a lema precizira
pod kojim uslovima

0 ∈ σ := conv{σ(s0), σ(s1), . . . , σ(sd)}

za neki izbor parametara s0 < s1 < . . . < sd.
Lema 1: Relacija

0 ∈ σ := conv{σ(t0), σ(t1), . . . , σ(td)}
va`i ako i samo ako postoji niz 0 < s0 < s1 < . . . < sd takav da je niz t0, t1, . . . , td neka
permutacija jednog od slede}a dva niza:

s0,−s1, s2,−s3, . . . , (−1)dsd − s0, +s1,−s2, +s3, . . . , (−1)d+1sd.
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Slika 1: Ilustracija za Lemu 1 (slu~aj d = 2)

Dokaz: Relacija 0 /∈ conv{v1, v2, . . . , vd+1} je ispuwena ako i samo ako postoji hiper-
ravan H = {x ∈ Rd | 〈a, x〉 = 0} takva da je simpleks σ := conv{v1, v2, . . . , vd+1} ceo
sadr`anu jednomodasociranihotvorenihpoluprostora. Ako jea = (a1, a3, . . . , a2d−1),
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onda je 〈a, σ(t)〉 = p(t) gde je p neparni polinom p(t) = a1t + a3t
3 + . . . + a2d−1t

2d−1.
Odavde sledi da je 0 /∈ conv{σ(t0), σ(t1), . . . , σ(td)} ako i samo ako za neki neparni
polinom p va`i p(tj) > 0 za sve j = 0, 1, . . . , d. Defini{imo s0 = |t0|, s1 =
|t1|, . . . , sd = |td| i (bez gubitka op{tosti) pretpostavimo da je s0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sd

kao i da je t0 ≥ 0. Prema tome sj = εjtj za sve j za neki izbor εj ∈ {−1, +1}. Prema
tome 0 /∈ conv{σ(t0), σ(t1), . . . , σ(td)} ako i samo za neki neprani polinom p va`i
znak(p(sj)) = εj za sve j.
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