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Pfafian: Neka je ω ∈ Λ2(V ) 2-forma na vektorskom prostoru V ∼= Rm,
tj. ω je antisimetriqna, bilinearna forma ω : V × V → R. Ukoliko je
〈·, ·〉 standardni skalarni proizvod na Rm, za svaku 2-formu ω postoji
jedinstvena koso-simetriqna matrica A (A = −At) takva da va�i

(1) ω(x, y) = 〈Ax, y〉 = ytAx

za svaki par vektora x, y ∈ V . Ako je A = [aij ] onda se veza (1) izme�u
forme ω i matrice A mo�e zapisati i na slede�i naqin:

(2) ω =
∑

i<j

aij ei ∧ ej =
∑

i<j

aij dxi ∧ dxj

gde je {ei}m
i=1 standardna ortonormirana baza prostora V ∼= Rm i

{ej}j=1 = {dxj}m
j=1 odgovaraju�a dualna baza dualnog prostora V ∗.

Definicija: Pretpostavimo da je dimenzija postora V parna, dim(V ) =
m = 2n. Pfafian Pω = PA forme ω, tj. Pfafian odgovaraju�e matrice
A, definixe se kao jedinstveni realan broj P ∈ R takav da je

(3) ωn = P · dV

gde je dV = e1 ∧ . . . ∧ em = dx1 ∧ . . . ∧ dxm ∈ Λm(V ) volumen forma na V tj.
jedinstvena m-forma takva da je dV (e1, . . . , em) = 1.

Stav 1: Pfafian je homogeni polinom u varijablama aij, eksplicitno
zadan formulom:

(4) Pω = PA =
∑

(−1)σai1j1ai2j2 . . . ainjn

gde se sumira po svim permutacijama π = (i1j1i2j2 . . . injn) skupa {1, 2, . . . , 2n}
takvim da je ik < jk za sve k i σ = σ(π) je znak permutacije π.

Dokaz:

ωn = (
∑

i<j aij ei ∧ ej)n

=
∑

(ai1j1 ei1 ∧ ej1) ∧ (ai2j2 ei2 ∧ ej2) ∧ . . . ∧ (ainjn ein ∧ ejn)
=

∑
ai1j1 . . . ainjn(−1)σdV.

Za n = 1 i n = 2 dobija se da je

PA = a12 i PA = 2(a12a34 − a13a24 + a14a23).

Napomena: Uoqimo da je PA = n!P̃A gde je P̃A polinom (sa celim koefi-
cientima) koji mo�emo zvati “redukovani” Pfafian matrice A. Pun



kombinatorni smisao redukovanog Pfafiana dolazi do izra�aja ako
primetimo da za ǌega va�i analogon formule (4) u kojoj se sumira po
svim sparivaǌima (matching) u kompletnom grafu K2n.

Stav 2: Pfafian je polinom invariantan u odnosu na rotacije ambi-
entnog prostora R2n tj. za svaku rotaciju g ∈ SO(2n) va�i PA = PgAgt .

Dokaz: Ako je g : R2n → R2n onda je ω′ = g∗ω forma definisana sa
ω′(x, y) = ω(gx, gy) = 〈A(gx), gy〉 = yt(gtAg)x odakle sledi da je Pg∗ω =
Pω′ = PgtAg. Direktnim izraqunavaǌem koje ponavǉa shemu iskorix�e-
nu u dokazu Stava 1, dobija se da je

(g∗ω)n = (
∑

i<j aij g∗ei ∧ g∗ej)n

=
∑

(ai1j1 g∗ei1 ∧ g∗ej1) ∧ . . . ∧ (ainjn g∗ein ∧ g∗ejn)
=

∑
ai1j1 . . . ainjn(−1)σdV = ωn.

Qiǌenica da je Pfafian polinom invariantan u odnosu na grupu
SO(2n) igra vrlo znaqajnu ulogu u Chern-Weil deskripciji karakteri-
stiqnih kohomoloxkih klasa preko odgovaraju�ih krivinskih formi
(videti npr. J.W. Milnor, J.D. Stasheff, Characteristic Classes, Princeton Univ.
Press 1974). Zaista, ako je E = TM tangentno raslojeǌe orjentabilne
mnogostrukosti M = M2n i Ω = [Ωij ] krivina asocirana sa nekom konek-
sijom, tj. matrica odgovaraju�ih 2-formi, onda je

P (Ω) :=
∑

(−1)σΩi1j1 . . . Ωinjn

globalna 2n-forma na M qija de Rham-ova kohomoloxka klasa je Ojlero-
va klasa (Gauss-Bonnet-ova teorema).

Korolar (Stava 2):
det(A) = (PA)2.

Dokaz: S obzirom da su i leva i desna strana gorǌe jednakosti invari-
jantne u odnosu na dejstvo grupe SO(2n), mo�emo pretpostaviti da je
matrica A u blok-dijagonalnoj formi tj. da je A = diag(D1, . . . , Dn) gde
je

Dj =
[

0 aj

−aj 0

]
.

U ovom sluqaju lako se proverava da je det(A) = (a1 . . . an)2 kao i da je
PA = a1 . . . an. ¤

Pfafian Pω je definisan samo ako je ambientni prostor V parne
dimenzije. S obzirom da je u neparnom sluqaju (m = 2n + 1)

det(A) = det(At) = det(−A) = −det(A) = 0

moglo bi re�i da je u ovom sluqaju PA = 0. Va�nije je da se Pfafian
na esencijalan naqin pojavǉuje u deskripciji jezgra Ker(A) (generiqke)
koso-simetriqne matrice A.



Stav 3: Pretpostavim da je A : R2n+1 → R2n+1 koso-simetriqna matrica.
Tada je VA ∈ Ker(A) gde je

VA = (P1, P2, . . . , P2n+1) ∈ R2n+1

i Pj je Pfafian matrice dobijene brisaǌem iz matrice A j-te vrste i
j-te kolone.

Dokaz: Generiqna (tj. tipiqna) koso-simetriqna matrica A ima osobinu
da je Ker(A) 1-dimenzionalan prostor. Dovoǉno je tvr�eǌe dokazati u
ovom sluqaju jer se svaka druga matrica mo�e po voǉi dobro aproksimi-
rati ovakvim matricama.

Kao i pre matrica A je asocirana sa 2-formom ω definisanom sa
ω(x, y) = 〈Ax, y〉. Ako je 0 6= X ∈ Ker(A) neki bazni vektor (neka je npr.
‖X‖ = 1), onda je po definiciji ω(X, Z) = 0 za svaki Z ∈ R2n+1. Poka�i-
mo da za neki skalar λ ∈ R va�i

(5) ωn = λ · (Xy dV )

gde je dV volumen forma a Xy τ operacija kontrakcije forme τ vektorom
X definisana sa

Xy τ(Z1, . . . , Zp) := τ(X,Z1, . . . , Zp).

Jednakost (5) je dovoǉno proveriti na nekom ortonormiranom bazisu
X, Z1, . . . , Z2n prostora R2n+1 koji sadr�i vektor X. Obe strane jed-
nakosti (5) su 0 ako se kao argument pojavǉuje vektor X. S druge strane
jednakost

ωn(Z1, . . . , Z2n) = λ · (Xy dV )(Z1, . . . , Z2n)

sigurno va�i za neki skalar λ poxto je Xy dV esencijalno volumen for-
ma definisana na ortogonalnom komplementu od X.

Za kraj dokaza Stava 3 dovoǉno je primetiti da je

ωn = (
∑

i<j

aij ei ∧ ej)n = VAy dV

kao da iz jednakosti X1y dV = X2y dV sledi jednakost X1 = X2. ¤


