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Ka`u da je pisawe jedan vid putovawa. Putovawe je to interesantnije {to mawe
znate o predelima kojima putujete. Dakle treba pisati, ako ho}ete da u tome
stvarno u`ivate, samo o onome o ~emu ne znate ni{ta . . .
. . . i po{to svi pi{u a niko ne ~ita, dopustio bih sebi slobodu i zadovoqstvo
da naru{im, pored gramati~kih, i neke druge norme dobrog pisawa i uqudnog
prezentovawamatemati~kih ideja. Napisa}u ~lanak na gore zadatu temu pi{u}i
o ne~emu sasvim drugom pri tom ostaju}i dovoqno blizak polaznoj temi, toliko
blizak da ni sam ne primetim da sam "zabrazdio" i udaqio se od glavne teme . . .

(iz neobjavqenog eseja)
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Motivacija 1: Sli~ica 1 prikazuje kako se put α koji obilazi tri prepreke
(kru`i}a) dekomponuje (u okviru fundamentalne grupe π1(∗, X) ambijentnog
prostora) u proizvod α = α3 ∗ α2 ∗ α1. Sli~ice poput ove pojavquju se ~esto u
topologiji, geometriji, analizi, pa~akiukombinatorici (setimoseKo{ijeve,
Stoksove i drugih teorema gde se integral po jednoj konturi prikazuje kao suma
integrala po drugim (jednostavnijim) konturama).

a
a

1 a
2

a
3

Slika 1:

Motivacija 2: Ideja razlagawa puteva na prostije puteve, onako kao {to se re~
razla`e na slova ili slogove, pojavquje se i u drugimCGTA1-pri~ama i temama.
Na{ osnovni ciq u ovom eseju je da demonstriramo primenu ovog principa u
teoriji grupa kroz dokaz slede}e teoreme:

1CGTA = ime seminara, “Combinatorics in Geometry, Topology, and Algebra”.
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Teorema 1: Neka jeΓ := 〈cA, cB, cC〉 grupa svih izometrija euklidske ravniR2

generisana sa tri centralne simetrije takve da centri simetrije A,B,C
nisu kolinearni. Tada postoji izomorfizam

Γ := 〈cA, cB, cC〉 ∼= 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = e, abc = cba〉 (1)

Drugim re~ima svaka relacija me|u generatorima a = cA, b = cB, c = cC grupe
Γ, posledica je relacija a2 = b2 = c2 = e, (abc)2 = e i aksioma teorije grupa.

Napomena 1: Problem da li se neka relacija R(x1, . . . , xn) = e me|u gene-
ratorima x1, x2, . . . , xn neke grupe mo`e dedukovati iz nekih drugih relacija
R1(x1, . . . , xn) = . . . = Rm(x1, . . . , xn) = e algoritamski je neodlu~iv, tj. ne
postojialgoritamkojibifunkcionisaoza svakiizborrelacija. Drugimre~ima
"problem re~i" (word problem) u teoriji grupa je u op{tem slu~aju neodlu~iv
(undecidable). IzdokazaTeoreme1vide}esedapostoji jasanilep, geometrijski
motivisan algoritam odlu~ivosti u slu~aju grupe zadane relacijama (1).

Zadatak 1: Uveriti se da ako u nekoj grupiG za neka tri elementa a, b, c va`i

a2 = b2 = c2 = e abc = cba

da onda va`e i relacije bca = acb, cab = bac.

1 Centralne simetrije i druge izometrije
Neka je Isom(R2) grupa svih izometrijskih transformacija ravni. Primeri
izometrija, elemenata ove grupe su:

(1) cX = centralna simetrija u odnosu na ta~kuX ∈ R2,

(2) sp = simetrija (refleksija) u odnosu na pravu p ⊂ R2,

(3) t−→
AB

= translacija za vektor
−→
AB,

(4) RX,α = rotacija oko ta~keX za ugao α

(u pozitivnom smeru ako je ugao pozitivan).

Kombinovawem ovih izometrija dobijaju se ~esto zanimqivi identiteti,
me|u wima i slede}i:

(I1) cQ ◦ cP = t
2
−−→
PQ

,

(I2) sq ◦ sp = RX,α ako je p ∩ q = {X} i α = 2](p, q)

(I3) Ako jeK ∈ Isom(R2) onda je

(a) K ◦ cP ◦K−1 = cK(P ) (b) K ◦ sp ◦K−1 = sK(p)

(c) K ◦ t−→
AB
◦K−1 = tA′B′ gde je A′ = K(A) iB′ = K(B)

(d) K ◦RP,α ◦K−1 = RK(P ),±α,
pri ~emu je znak "+" ako K ∈ Isom(R2) ~uva orjentaciju i "−" u
suprotnom slu~aju.
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2 Geometrija grupe Γ = 〈cA, cB, cC〉
Neka suA,B, C trinekolinearne ta~ke uravni. Ozna~imo (pomaloneortodok-
sno) sa ∇ABC trougao kome su ta~ke A,B,C sredine odgovaraju}ih strana
(videti trougao br. 1 na Slici 2 desno). Neka su a = cA, b = cB, c = cC odgo-
varaju}e centralne simetrije i Γ = 〈cA, cB, cC〉 ⊂ Isom(R2) podgrupa grupe
izometrija generisana ovim centralnim simetrijama.
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Slika 2:

Svaka izometrijaK ∈ Isom(R2) potpuno je odre|ena ako su poznate slike
K(A), K(B), K(C) sredina strana baznog trougla∇ABC . Na primer izome-
trijaK9 koja preslikava trougao 1 (Slika 2) na trougao 9 lako se identifikuje
kao translacijaK9 = t

6
−→
AB

.
Uo~imo neki put koji povezuje trougao 1 sa trouglom 9 (Slika 2, desno),

npr. mo`emo (ali ne moramo) uzeti izlomqenu liniju koja povezuje baricentre
(te`i{ta) susednih trouglova. Svaki takav put prirodno zadaje faktorizaciju
izometrijeK9 u proizvod centralnih simetrija. Na primer put na Slici 2 daje
nam relaciju:

K9 = t
6
−→
AB

= cA3 ◦ cB3 ◦ cC1 ◦ cB2 ◦ cA2 ◦ cB1 ◦ cA1 ◦ cC (2)

Primetimoda se iopisaniputα koji vodiod trougla 1 do trougla 9, i asocirana
faktorizacija (2), mogu kratko zapisati (kodirati) kao re~

α = ABCBABAC (3)

Zaista, dovoqno je obrisati brojeve u indeksima na desnoj strani jednakosti
(2). Ovo je naravno mogu}e zahvaquju}i izabranoj notaciji; ta~keA,A1, A2, A3

pripadaju du`ima istih du`ina, sli~no va`i za ta~keB, B1, B2, B3 itd.
Jo{preglednije se smisao tog kodirawa vidi naSlici 3. Na toj slici ravan

je poplo~ana pravouglim trouglovima. Osnovni trougao∇ABC (trougao `ute
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boje, tj. dowi levi osen~eni trougao) povezan je sa plavim trouglom (gorwi
desni osen~eni trougao) putawom koja je kodirana uz pomo} re~i

α = ABCBCBACABCBAB.

Zaista, hipotenuze odgovaraju centralnim simetrijama tipa B, du`e katete
proizvode centralne simetrije tipaA i kona~no kratke katete daju centralne
simetrije tipaC .

A

BC

Slika 3:

Kqu~no pitawe: Ako je put od baznog trougla∇ABC do nekog drugog trougla
poplo~avawa ravni prikazanog na Slici 3 kodiran uz pomo} re~i

α = X1X2 . . . Xm, Xi ∈ {A,B,C},

koja re~
K = Y1Y2 . . . Yk, Yi ∈ {cA, cB, cC}

opisuje asociranu izometriju kao proizvod generatora cA, cB, cC !?

Magi~ni princip: Re~ Y1Y2 . . . Yk nije ni{ta drugo nego re~ X1X2 . . . Xm

napisana u obrnutom poretku (specijalno va`i k = m), uz pretpostavku da smo
uspostavili bijekciju

A ↔ cA B ↔ cB C ↔ cC .

Na primer iz relacija (2) i (3) sledi faktorizacija

K9 = t
6
−→
AB

= cA3 ◦ cB3 ◦ cC1 ◦ cB2 ◦ cA2 ◦ cB1 ◦ cA1 ◦ cC

= cC ◦ cA ◦ cB ◦ cA ◦ cB ◦ cC ◦ cB ◦ cA

= cababcba
(4)

Dokaz: Dokaz "magi~nog principa" je iznena|uju}e jednostavan iako, "ruku
na srce", ni posle pro~itanog dokaza ~oveku nije sasvim jasno kakav je to
algebarsko-geometrijski "hokus-pokus"!?
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Dokaz se izvodi indukcijom. Za slu~aj re~i α = X1 od jednog slova tvr-
|ewe je o~evidno. Pretpostavimo da smo se u ta~nost tvr|ewa uverili za sve
re~i du`ine mawe od m i neka je α = X1X2 . . . Xm, Xi ∈ {A,B,C} neka
re~ du`ine m i L odgovaraju}a izometrija koju ova re~ kodira. Na primer,
radi odre|enosti, mo`emo posmatrati sliku 2 i pretpostaviti da je m = 8,
tj. da nas zanima kako da se (primarna) dekompozicija izometrije L = K9

opisana jednako{}u (2) automatski prevodi (~itawem unatra{ke kao u (4)) u
dekompoziciju preko baznih centralnih simetrija cA, cB, cC .

Nekajeβ = X2 . . . XmiK asociranaizometrija(naSlici2tojeizometrija
K8 koja prevodi trougao 1 u trougao 8). Po induktivnoj pretpostavci znamo da
jeK = cXm ◦ . . . ◦ cX2 . Po definicijiL = cK(X1) ◦K (na Slici 2 jeX1 = A)
i kona~no, kori{}ewem prve (I3)-relacije iz Glave 1 dobijamo

L = cK(X1) ◦K = K ◦ cX1 ◦K−1 ◦K = K ◦ cX1

tj. slovoX1 je sa prvog oti{lo na posledwe mesto. ¤

3 Priprema za dokaz Teoreme 1
Pred na{im o~ima grupa Γ = 〈cA, cB, cC〉 se potpuno otvorila! Iz dokaza
"magi~nog principa", a uz pretpostavku da trougao∇ABC nije jednakokraki,
sledi da je,

•1 grupa Γ ni{ta drugo nego grupa svih izometrija K ∈ Isom(R2) koje
~uvaju asocirano poplo~avawe ravni pravouglim trouglovima (Slika 3).

Pravilo generisawa re~i u alfabetu a, b, c koje odgovaraju elementima grupeΓ
a vezuju se za putawe (neprekidne puteve α : [0, 1] → R2) koji polaze iz baznog
(plavog) trougla, zaslu`uje da ga jo{ jednom eksplicitno ponovimo.

•2 Re~ u alfabetu a, b, c asocirana putawi α : [0, 1] → R2, napisana s
leva na desno i ozna~ena sa Re~(α), dobija se ako se kretawem po α u
pozitivnom smeru svaki presek sa ve}om katetom "pro~ita" kao a, presek
sa hipotenuzom kao b i presek sa malom katetom kao c.

Problem re~i za grupu Γ je odlu~iv. Zaista, svaka re~ R u alfabetu a, b, c
proizvodi jednu putawu α : [0, 1] → R2 u datom poplo~avawu (kao u slikama 2
i 3) koja povezuje bazni trougao∇ABC sa nekim drugim trouglom ∆. Odavde
zakqu~ujemo da

•3 u grupi Γ va`i relacija R = e ako i samo ako je asocirana putawa
zatvorena, tj. ako je∆ = ∇ABC .

Napomena 2: Oznaku Re~(α) obi~no koristimo ako su polazni M1= ∇ABC i
dolazni M2= ∆ trougao jasni iz konteksta. U op{tem slu~aju za svaku putawu
α koja povezuje trougloveM1 iM2 asocirana re~ se ozna~ava sa Re~M2

M1
(α).
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Zadatak 2: Neka je α putawa koja povezuje trouglove M1 i M2, β putawa koja
povezuje trouglove M2 i M3 a γ := β ∗ α putawa koja povezuje trouglove M1 i
M3 dobijena nadovezivawem (kompozicijom) putawa α i β. Dokazati da va`i
relacija

Re~M3
M1

(γ) = Re~M3
M1

(β ∗ α) = Re~M3
M2

(β) ∗ Re~M2
M1

(α). (5)

gde se operacija ∗ me|u re~ima interpretira kao nadovezivawe (dopisivawe)
re~i.

Primenimo u praksi ove principe na nekoliko primera pripremaju}i se
za dokaz Teoreme 1. Poka`imo za po~etak da u grupi Γ stvarno va`i relacija
abc = cba ili ekvivalentno, u svetlu relacija a2 = b2 = c2 = e, relacija
(abc)2 = e. Zaista, neposredno se uveravamo da je (abc)2 = Re~(α), gde je α
zatvorena putawa prikazana na Slici 4 koja polazi iz baznog (`utog) trougla i
vra}a se u wega obilaze}i prikazani {estougao u pozitivnom smeru.
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Slika 4:

Slede}a tvr|ewa su tako|e jednostavna posledica relacije (5) odnosno
"magi~nog principa" koji stoji iza we.

Tvr|ewe 1: Neka je α :M1→M2 putawa koja povezuje trouglove M1 i M2. Neka
je K ∈ Isom(R2) bilo koja izometrija koja ~uva poplo~avawe ravni R2 trou-
glovima. Neka je β = K(α) slika putawe α pri izometrijskoj transformaciji
K, specijalno va`i β :M3→M4 gde jeM3= K(M1) iM4= K(M2). Tada je

Re~(α) := Re~M2
M1

(α) = Re~M4
M3

(β) =: Re~(β). (6)

Tvr|ewe 2: Pretpostavimo da je u Tvr|ewu 1 M1=M2, tj. da je α :M1→M1

zatvorena putawa. Neka je γ :M1→M3 bilo koja putawa takva da Re~(γ) u grupi
Γ reprezentuje izometrijuK . Tada putawa γ−1 ∗ β ∗ γ :M1→M1 reprezentuje u
Γ element koji je kowugovan elementu Re~(α).
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4 Kraj dokaza Teoreme 1
Neka je Γ1 := 〈cA, cB, cC〉 ∼= 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = e, abc = cba〉. Po{to u
grupi Γ := 〈cA, cB, cC〉 va`e relacije

c2
A = c2

B = c2
C = e, cA ◦ cB ◦ cC = cC ◦ cB ◦ cA

preslikavawe a 7→ cA, b 7→ cB, c 7→ cC se {iri do homomorfizma grupa
f : Γ1 → Γ. Iz ~iwenice da su cA, cB, cC generatori grupe Γ sledi da je f
epimorfizam. Ostaje da se doka`e da je f monomorfizam, tj. da iz pretpostavke
f(R) = e, zanekure~R ualfabetua, b, c, sledida jeRposledicadefinicionih
relacija

a2 = b2 = c2 = e, abc = cba. (7)
Neka jeα :M1→M1 zatvorena putawa takva da je Re~(α) = R. Na primer nekaα
"ta~kasta" putawa koja na Slici 5 pola`i iz doweg levog (`utog) trouglaM1 i
prolazi kroz osen~eni gorwi desni (ili plavi) trougaoM2.

a

Slika 5:

Prika`imo putawu α kao kompoziciju α = α3 ∗ α2 ∗ α1 gde je α1 :M1→M2

po~etni deo putaweα koji vodi od "`utog" do "plavog" trougla,α2 :M2→M2 deo
u elementarnom {estouglu koji sadr`i plavi trougao i α3 :M2→M1 zavr{ni
deo putawe α koji vodi od plavog do `utog trougla. Neka je β := α−1

1 ∗ α2 ∗ α1

i γ := α3 ∗ α1. Odavde dobijamo jednakost

α = (α3 ∗ α1) ∗ (α−1
1 ∗ α2 ∗ α1) = γ ∗ β

Izaberimo plavi trougao tako da je re~ γ kra}e du`ine od re~i α.
PrimetimodajeRe~(β), naosnovuTvr|ewa1i2,posledicaosnovnihdefini-

cionih relacija (7). Zaista, iz Tvrdwewa 1 sledi da je Re~(α2) jedna od re~i
asociranih elementarnim {estouglovima, tj. jedna od re~i

(abc)2, (bca)2, (cab)2

ili wima inverznih re~i (cba)2, (acb)2, (bac)2. Za kraj dovoqno je primeniti
induktivnu pretpostavku po kojoj je re~ γ posledica relacija (7).
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