O nyreBuma u peunma

15 munyTa Teopuje rpyna

Pane egaP
janyap 2009

Kaxy fa je mucame jeman Buj myToBama. [IyToBame je TO HHTepecaHTHH]E ITO Mamkhe
3HATE O TpefeamMa Kojuma myTyjete. Jlakie Tpeba mucaTn, ako xohete fa y Tome
CTBapHO YKUBATe, CAMO O OHOME O UeMy He 3HaTe HAIITA . . .

... M TIOTITO CBHU NIy & HUKO HE YNTa, IONYCTHO OMX ceOu co00fy 1 3ajJ0BOILCTBO
fla HapyIIuM, TIOpeN TpaMaTIIKNX, M HeKe JIpyre HopMe A06pOoT Nucama A YILYTHOT
Mpe3eHTOBaba MATeMaTHIKNX mieja. Hanmcahy wianak Ha rope 3ajaTy Temy muriyhn
0 HEUEMY CACBUM JIPYI'OM ITPH TOM OcTajyhil TOBOJBHO OJIM3aK MOJIa3HO] TEMH, TOJTAKO
OnM3aK Jla HA caM He IPUMETHM Jla caM "3a0pa3fino” U yIabho ce Off TTIaBHE TEME . . .

(u3 HeoGjaBILEHOT eceja)

MotuBanuja 1: Cnuunna 1 npukasyje Kako ce IyT o KOju 0O0ua3u Tpu IIpelpeke
(kpyxwuha) gexkomionyje (y okBupy yHngamMmenTanue rpyme i (*, X ) aMOujeHTHOT
IPOCTOPA) Y MPOU3BOJ| (v = (v3 * (vg * (v1. CIMUAIE MOIYT OBE MOjaBIbY]y €€ UECTO ¥
TOTIOJIOTHj 1, TeOMETPU]H, AHAJIA3H, T4 YaK M y KoMOmHaToprid (ceTnMmo ce Kormmjese,
CroKCOBE 7 IpyruX TEOpeMa I7ie ce HTETPA MO je[IHOj KOHTYPH IpAKa3yje Kao cyma
MHTETPasa 110 J{pyruM (jeJIHOCTABHU]MM) KOHTYpama).

Cnuka 1:

MotuBanuja 2: Vjieja pasznarama lyresa Ha IPOCTHje IyTEBE, OHAKO Kao IIITO Ce pey
pasyaxe Ha CI0Ba WM CIOTOBE, 10jaBibyje ce my apyrum LITTA!-npruuama u remama.
Ham ocHOBHE 17 Y OBOM €cejy je J1a IEMOHCTPUPAMO TIPUMEHY OBOT MPUHIAIIA Y
TEOPHjH IpyIIa Kpo3 JoKa3 ciefeche Teopeme:

TITTA = ume cemunapa, “Combinatorics in Geometry, Topology, and Algebra”.



Teopema l: Hekajel' := {(c4,cp, cc) 2pyiia céux uzomeitipuja eykaudcke pasui R>
ZeHepucana ca Wwpu yenipaite cumettipuje waxse oa yeniupu cumeiipuje A, B, C
Hucy KoauHeapHu. Taoa iiocitioju usomopguaam

I := (ca,cp, co) = (a,b,c|a® =b° = = e, abc = cba) (1)

Jpyzum peuuma ceaxa peaavuja mehy Zenepaitiopuma a = ca,b = cp, c = c¢ 2pyiie
[, locaeouya je peaauuja a® = b* = ¢ = e, (abc)? = e u akcuoma iwieopuje zpyiia.

Hanomena 1: TIpoGiem na im ce Heka penanuja R(z1,...,2,) = e mehy rene-
patopuMa Ty, x2, . .., T, HEKe IpyIe MOXe JIeYKOBATH U3 HEKHX JIPYTUX perardja
Ri(z1,...,2n) = ... = Rp(21,...,%y) = € alTOPUTAMCKH j¢ HEOJIYUHUB, Tj. HE

TIIOCTOJH aNTOpATaM KOjH 01 (DYHKIMOHHCAO 32 CBAKA M300p penanuja. IpyruM peunma
"pobmem peun” (word problem) y Teopuju rpyia je y OIIITEM CiIydajy HEOJTy IuB
(undecidable). W3 okasa Teopeme 1 Bujiehe ce fja mocToju jacan u J1elr, reOMETPHjCKH
MOTHBHCAH aJlTOPUTaM OJJTYIMBOCTH Y Cydajy rpyre 3aane penanujama (1).

Baparak 1: YBepuru ce jia ako y Hekoj rpynu (G 3a HEKa Tpu eJIeMeHTa a, b, ¢ Baxu
Ad=V=c=e abc = cba

Jla OHjla Baxke u peaamuje  bea = acb, cab = bac.

1 IlenTpanne cimMeTpuje u Apyre u3oMeTpuje
Heka je Isom(RR?) rpyna ceux m3omeTpujckux TpancopManuja pasau. [Tpumepn
M30METPH]a, eJIEMEHATA OBE TPYIIE CY:

(1) cx = neHTpanHa cHMETpHja y ojfHoCy Ha Tauky X € R?,

(2) s, = cumerpuja (pednexcuja) y ofjHOCy Ha paBy p C R?,

(3) 14z = TpaHcnanuja 3a BEKTOp 1@,

(4) Rx . = poranmja oko tauke X 3a yrao o

(Y IO3UTHBHOM CMEPY aKO j€ yrao II03UTHBAH).

Kom6rHOBameM OBEX M30MeTpHja 100Mjajy ce IeCTO 3aHAMIBUBHA HJICHTUTCTH,
Mmehy muma u crnenchm:

(]1) CQ ocCp = t2P—Q>’

(12) 5408, = Rxo axojepNg={X}na=24(p,q)

(I3) Akoje K € Isom(R?) onpaje
(a) KocpoK t'=cgpy (b) Kos,o K1 =sgy
(¢c) KotggoK '=typ meje A =K(A)nB = K(B)
(d)  KoRpqo K™= Rgp)tas

1pu 4emy je 3HaK "+" ako K € Isom(R?) aypa opjenramujy u "—"y
CYLPOTHOM CJIyuajy.



2 Teomerpujarpyne ' = (c4,cp, co)

Hekacy A, B, C tpu HeKOMMHEapHE TaUKe Y paBHE. O3HAIMMO (IOMAIIO HEOPTOJIOK-
cHo) ca VABC' tpoyrao kome cy Tauke A, B, C' cpenuHe ofiroBapajyhux crpana
(BupeTH Tpoyrao Op. 1 wa Comma 2 iecHo). Hekacy a = c4,b = ¢p, ¢ = c¢ ofro-
Bapajyhe nenrpanse cumerpuje u I = {(ca4, cp, cc) C Isom(R?) nogrpyna rpyne
M30METpHja FEHEpHCaHa OBUM [ICHTPATHIM CUMETpHUjaMa.

Cnuka 2:

Csaka m3omerpja K € Isom(R?) mornyHo je ofjpeheHa ako cy MO3HATe CIHKE
K(A), K(B), K(C) cpenuna crpana 6assor tpoyria VABC. Ha npumep uzome-
tpuja K9 Koja npecimkasa Tpoyrao 1 (Crnuka 2) Ha Tpoyrao 9 1ako ce nieHTHUAKYje
Kao Tpancnammja Ko = t;77.

Younmo HEeKkH 1yT KOju nmoBe3yje Tpoyrao 1 ca tpoyrimom 9 (Cimka 2, iecHo),
HIIP. MOXEMO (aJT1 He MOPaMo) Y3eTH H3TIOMILCHY JIMHHA]Y KOja OBe3yje OapraIeHTpe
(TexmIITa) cycefHIX TpoyrinoBa. CBaK¥ TaKaB YT MIPAPOTHO 3a/iaje (aKTOpH3aIujy
mometpuje Ky y mpom3Boy ieHTpamHux cametprja. Ha mprvep myT va Coivi 2 iaje
HaM peaiyjy:

Ko =1ts45 = Ca3 0Cpy ©Cc, ©Cp, ©Ca, ©Cp, ©Ca, O CC (2)
[TpumeTnmo f1a ce u olmMcaHu IyT (v KOju BOjiM O Tpoyraa 1 1o Tpoyria 9, u acomupasa
takropusanumja (2), MOry KpaTKo 3anmcaTi (KOJupaTi) Kao ped

a = ABCBABAC (3)

3amncra, 0BOJBHO je oOpucaTu OpojeBe y MHCKCHMA Ha JICCHO] CTPAHU jeTHAKOCTH
(2). ORo je HaparHO Moryhe 3axBasbyjyhu u3abpanoj Hotanumju; Tauke A, Ay, Ay, As
NpHIIAJajy Ny>KAMa UCTHX TyXKUHA, CTMIHO BaXu 3a Tauke B, By, By, B3 uty.

Jom nperneHmje ce cMucao Tor Kouparmba Buu Ha Criura 3. Ha Toj comanu paBan
je momtouana npaBoyrium tpoyriaosama. Ocuosru rpoyrao VABC (tpoyrao xyre



60je, Tj. TOWA JIEBA OCCHUCHH TPOYTao) IMOBE3aH j¢ ca INIABAM TPOYIIOM (TOpHA
JICCHA OCCHUCHHA TPOYTa0 ) MyTakOM KOja je KOJIIpaHa y3 MoMoh peun

a=ABCBCBACABCBAB.

3amcra, XATMOTECHY3€ OfIrOBapajy NECHTPATHAM CAMETpUjaMa Tuma 3, iyxke KarteTe
MPOM3BOJIC ICHTPATHE CAMETPH]C THIIA A M KOHAYHO KPATKE KATETE [1ajy CHTPATHE
cumetpuje Tuia C.

A
Cnuka 3:

Kibyuno nutame: Ako je iyt oy 6a3sor tpoyria VABC 1o HEKOT ipyror Tpoyria
MOIUTOYaBaka PABHU MPUKa3aHoT Ha Cruiy 3 KofupaH y3 noMoh peun

a:Xng...Xm, Xl‘E{A,B7C},
KOja peu

K:YiY'ZYka Y;E{CA,CB,CC}
OIIACYj€ acCOIMPaHy H30METPH]Y KA0 IPOU3BOJ TEHEPATOPA C 4, CB, Ccl?

Maruunn npunnun: Peu Y1Y5...Y, Hmje HumTa fipyro Hero peu X;Xso... X,
HallicaHa y OOPHYTOM TOPETKY (CTEIHjaTHO Baske k = 1), y3 MPETIOCTABKY 1a CMO
yCIOCTaBUIN OMjEKIH]Y

A cy B« cp C < cc.
Ha npumep u3 penanyja (2) u (3) caepu hakropusanmja

Kyg=1t CA3 OCBy O CCy ©CRB,y OCAay OCR, OCA, OCC
CCOCqQ40CROC4A0CROCHOCROCY 4)

= cababcba

—
6AB

Jloka3: [loka3 "marmusor npuHiuna' je m3HeHabyjyhe jefHOcTaBaH Mako, "pyKy
Ha cple”, HU 1I0CAE IPOUYMTAHOT jl0Ka3a YOBEKY HHUjE CACBMM jaCHO KakaB je TO
anre0apcKO-reOMETPH]CKH "XOKYC-TIOKyC"!?

4



Jloka3s ce m3BONM HHAYKIHEjOM. 3a ciydaj peud o = X Off jefIHOT CIIOBa TBP-
bemwe je oueBmano. [IpeTmocTaBEMO f1a MO ce y TAYHOCT TBpHEHa YBEPUIIH 3a CBE
peun ayKuHe Mame of m m Heka je = X 1Xo... X, X; € {A, B,C} neka
peu pyxuHe m u L oprosapajyha m3omerpuja Kojy oBa peu Koaupa. Ha npumep,
paju oipeheHoCTH, MOXKEMO TI0CMATPATH CIAMKY 2 ¥ NPETIOCTABUTH J1a je m = §,
Tj. la HAC 3aHMMa Kako jla ce (IpuMapHa) fekoMmosunmja mzomerpuje L = Ko
omnmcana jefiHakoIrhy (2) ayroMaTcKa IpeBod (YMTalkeM YHATpalke Kao y (4)) y
ICKOMITO3HIIH]Y TIPEKO Ga3HUX NEHTPATHAX CAMETPH]A C4, CB, CC.

Hexkaje 3 = X5 ... X,, u K aconupana uzomerpuja (va Couiu 2 10 je u30METpHja
Ky koja npesoju Tpoyrao 1y rpoyrao 8). [10 uHjiyKTHBHOJ HPETIIOCTABIM 3HAMO Jia
je K =cx,, o...0cx,. [lopedwmnmmmjn L = cx(x,) o K (ra Cmmm 2 je X; = A)
1 KOHAuHO, KopuitheweM npse (13)-penamuje u3 ['nase 1 go6ujamo

L:cK(XI)OZ(:KocXIoK_loK:KocX1

Tj. c11oBO X je ca PBOT OTHIILTO Ha MOCTIENIEHE MECTO. g

3 Ilpunpema 3a noka3 Teopeme 1

[pen mammm oumma rpyna I' = (ca, ¢p, o) ce mornyro orsopuna! U3 nokasa
"MaruvIHOT MPUHIMMIA ", a Y3 MPETHOCTaBKY fia Tpoyrao V ABC' Huje jefIHaKOKpaKH,
cTeqm J1a je,

e, rpyna ' Humra pyro Hero rpyna cux m3omerpuja K € Isom(R?) koje
yBajy aCONMPAHO MOIIOUaBae PABHY IPaBOyriamM Tpoyriosnma (Crinka 3).

IMpaBmiio rerepucama peun y andabery a, b, ¢ Koje oaroapajy egeMeHTAMa rpyie [
a Be3yjy ce 3a nyrame (Henpekuue nyrese « : [0, 1] — R?) koju nonase u3 6azHor
(11aBor) TpOyrIIa, 3acysKyje jia ra joIi jeJJHOM CKCIUTHIIATHO TIOHOBUMO.

e, Pcu y andabery a, b, c aconupana nyramu « : [0,1] — R?, mHammacama c
JeBa Ha JIECHO U O3HaueHa ca Peu(ar), mobmWja ce ako ce KpeTameM 1o o y
II03UTUBHOM CMEPY CBAKH IIpecek ca BehoM KareToM "1pounta’ Kao a, Ipecex
ca XHIIOTEHY30M Kao b 1 IPECEK ca MaJIOM KaTeTOM Kao C.

[Tpo6xem pewn 3a rpyny I je opnmyunB. 3ancra, cBaka peu R y andabery a, b, ¢
upoussouy jepHy nyramy « : [0, 1] — R? y garom nomnouasamy (Kao y ciaukama 2
u 3) Koja nose3yje 6a3uu Tpoyrao VABC' ca nekum ipyrum tpoyriom A, Opasie
3aKJbYUyjEMO Jla

o3 y rpymu I’ Baxku penamuja & = e ako u caMo ako je acolupaHa MyTama
3aTBOpEHa, Tj. ako je A = VABC.

Hanomena 2: Osnaky Peu(«) o6maHO KoprCTHMO aKo cy nonasam A= VABC n
nonasu A= /A TPOyrao jaCHu u3 KOHTCKCTa. Y OIIITEM CIyUajy 3a CBaKy IIyTamy
(v KOja TIOBE3yje TPOYIIIOBE A1 i Ao aCOIAPaHa ped ce 03HauaBa ca Peuy? (av).



Banarak 2: Heka je o myrama Koja IOBe3yje TPOYIJIOBe A1 A Ao, [ IyTama Koja
OBE3yje TPOYIIOBE Ao M Ag a7y := [3 * (v lyTama Koja MoBe3yje TPOYIIIOBE A1 B
A3 moOWjeHa HaJloBe3uBambeM (KOMIIO3UIAjOM) MyTama o 1 3. J[okazaTu fja Baxu
penaiyja

Peuy? (v) = Peuy® (6 * a) = Peuy?(3) * Peuy? (). 5)

T ce onepanmja * Mehy peunMa MHTepIpeTHpa Kao HaJIOBE3NBAE (JIOMMCHBAHE)
peun.

[IpuMEHIMO y TIPaKCH OBE NPUHIMIE Ha HEKOMMKO IpUMepa IpuipeMajyhu ce
3a toka3 Teopeme 1. TTokaxmMO 3a IoOYeTaK fla y Ty ' cTBApHO BaX| penaiimja
abc = cba unu eKBUBAJIEHTHO, y cBeTay penamuja a® = b? = ¢? = e, penanyja
(abc)* = e. 3aucra, Henocpe/Ho ce yBepasaMo jia je (abc)? = Peu(a), e je
3aTBOpEHA Iy Takba IIpuKa3ana Ha Cridig 4 Koja 1monasu w3 6asHor (KyTor) TpoyIia i
Bpaha ce y mera oOunasehn nprkasany mMecToyrao y No3uTHBHOM CMEpY.
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Cnuka 4:

Cneniehia TBphema cy Takobe jeflHOCTaBHa mociequia pemammje (5) OHOCHO
"MaruvHor IIPUHIKIA" KOJU CTOJU U3a HeE.

Tephemwe 1: Heka je o :A;— Ao nyTama Koja moBe3yje Tpoyriaose A u Ay, Heka
je K € Isom(R?) 6umno koja m30MeTpHja Koja uyBa MOIIoUaBame papau R Tpoy-
rnosuma. Heka je § = K (o) cuka myTame o IIpi H30METPUjCKOj TpaHCOpMAIdji
K, cienjanno Baxku 5 :Ag— Ay e je Az= K (A1) uAg= K(As). Tanaje

Peu(ar) := Peuy? (o) = Peuy! (3) =: Peu(f). (6)

Tepheme 2: [IpernocraBumo fa je y Tphewmy 1 Aj=Ao9, Tj. 1a je o :A1— Ay
3aTBOpEHa MyTama. Heka je v :A1— A3 OWII0 Koja myTama TakBa jia Peu(vy) y rpymu
[ penpesentyje usomerpujy K. Taga nyramay ' x 3 % v :A1— A1 peupesentyje y
I" esreMeHT KOjH je KOmYroBan eneMenty Peu(a).



4 Kpaj nokasa Teopeme 1

Hekaje 'y := {(ca,cp,co) = {a,b,c| a® = b* = ¢* = e, abc = cba). Iomro y
rpymu ' := (ca, ¢, cc) Baxke penanuje

0124:62B:C%«:€, CAOCBOCo —=CcOCBOCy

NpecnuKaBambe a — c4,b — cp,c — cc ce MHUph IO XoMoMopdu3ma rpyna
f Ty — I'. U3 uumennne na cy ca, cp, cc reaeparopu rpyne [' cienu ja je f
emmmMopdmsam. Ocraje f1a ce fokake jia je f MoHOMOpdm3am, Tj. /1a U3 MPETIOCTaBKE
f(R) = e,3amekypeu Ryandabery a, b, ¢, cnemuia je R mocienna e pMHANAORIX
penanyja

ad=bv=c=e, abc = cba. (7)
Hekaje o :A;— /A1 3aTBOpeHa yTama Taksa jia je Peu(a) = R. Ha npumep Heka o
"Taukacra" myrawma Koja Ha CIui 5 11012 U3 JOWHET JIEBOT ((KYTOT) Tpoyria A1 1
MPOJIa3d KPO3 OCCHUCHN TOPHH-H [CCHA (AT IIABH) TPOYTa0 As.
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Cnuxa 5:

[TpukaxuMo MyTawy v Ka0 KOMIO3HIH]Y (v = (v3 * Qg * (1 THAE je vy :A1—Ag
MOYETHH IO MYTaH-e (v KOJH BOJIA O "KyTOT" 10 "MIABOT" TPOYTIA, (vy :Ag— Ay JIEO
y €JIeMEHTapHOM IEeCTOYTY KOJ! CafIpKU MIIAaBH TPOYTA0 | (vg :Ay— /A1 3aBPIITHA
JIE0 TyTame (v KOji BOJIM Off IVIABOT J10 XKyTOr Tpoyrna. Hekaje 3 := aj ' * ay * a;
7y = a3 * ap. Ogaspe jo0njamMo jelHakKoCT

a=(agxop)* (o] *agxay) =y * 3
N3abepuMo 1m1aBu TPOyrao Tako fia je peu -y Kpahe jaykuHe Off peun o.

[MpumeTnmo aaje Peu(/3), naocHoBy Tephema 1 12, mocieuna OCHOBHEX jie (OHHA-
nuonnx penanuja (7). 3aucra, u3 Tepamema 1 ciieju jia je Peu(as) jepna op peun
acoI[PaHNX €JIEMEHTAPHHUM IIIECTOYTIIOBUMA, Tj. JejIHA Off peUn

(abc)?, (bea)?, (cab)?

uIH BiMa mEBep3HuX peud (cba)?, (ach)?, (bac)?. 3a Kkpaj 1OBOILHO je IPUMEHUTH
MHIYKTHBHY MPETIOCTABKY ITO KOjOj je ped 7y mocneanna peamuja (7).



