15 MUHYTa KOMIUIEKCHE aHAJIU3E
15 munyTa gudepeHInjaTHIX
dhopmu

2. neuembap 2008
PaneenaP

bnaronaknonu ‘{I/ITaTeJ'bY/‘H/ITaTCIbKO,

[Tpen Bama cy 1Ba 15-MuHyTHaA Kypca (BUIECTH HACIOB) MOcBeheHa KOMILICKCHO]
aHAJIM3U U UHTerpauuju judepeHuujarnux opmu. OBe MUKPO-KYPCEBE HUKAKO
He TpeDa CXBATUTH KAO 3aMEHY 3a O30MJbHHU]C IMOJIyUYACOBHE, BHUIICUACOBHE WIIU
BUIIIC/IHEBHE MUHU-KypceBe W yHanpen ce orpahyjem (Caveat Emptor) ymosope-
IbEM JIa BIIAJIAIbe MATEPUjaJIOM OBOT MUKPO-Kypca He TapaHTYje YCIEIIHO MOoJIarambe
UCIIUTA U3 HaBEeCHUX IIpeaMeTa (4ak HU 1o HoBUM ~ Bologna” -mporpammma).

e

KoMmniekcna ananmnsa Xomonomxka anreépa

Cnuxka 1:

Crnuka 1 cuM60U3yje KOMIUIECHY aHAIIU3Y U XOMOJIOIIKY alreOpy (Koja yKIbyuyje
1 pauyH audepeHIrjaTHux GopMu), MpBY Kao TUCIHUIUIMHY Be3aHy 3a jeIHAUMHY
r? = —1, Apyry Kao AUCIMIUIMHY KOjy cuMbomu3yje jenHaunna 2 = 0. CMmucao u
3Hauaj jeanaunue 1> = —1 3a KoMIUlekcHy aHanau3y (y obnauunhy neo na Counu 1)
jacaH je caM 1o cebu. Y obmauunhy gecHo d je onepanuja qudepeHmpama Koja (Kao
omepanyja Haj qudepeHIjaTHIM hopMaMa) 3a10BosbaBa ycioB d? = 0. 3Hauaj oBe
oriepalje 3a XOMOJIOIIKY anrebpy U MaTEeMATUKY y TETUHU HajJIeIIIe oApakaBajy
cnenche peun Aupu Kaprana (Henry Cartan) usroBopene mpu JoJenHd THTYIIE

noyacHor Joktopa Okchop/ickor yHUBEp3UTETA:

e ... utinam intelligere possim rationacinationes pulcherrimas quae
e propositione concisa DE QUADRATUM NIHILO EXAEQUARI

fluunt.
e ... XKemmo 61X pasyMeTH HajjacHuje mocieaule jeqHakocTu d? = 0.

Ilonecure Bame mronepune Ha 15 munyra. Kpehemo ...!



1 KommiekcHo nudepennupame 1 Xoj0MopdHe pyHKIHje

1.1 Peanne ¢yHkuHuje peajiHe NIpoMeHUBE

e, ITocmarpajmo cBe peanne pyukuuje f : R — R koje ce mory onucatu
dbopMyJIoM y K0jO] yUuecTBY]y (y3 peasiHe OpojeBe Kao KOHCTAHTE) U
cienehe onepanmje

T4 = 27 (cabuparbe, Oqy3UMarbe, MHOXKCHE, JICTHCIbE) -

CacBuM je jacHO J1a ce Ha Taj HAUKH J0OMjajy CBE palluOHATHE DYHKITH]jC

U caMo OHE.
‘ ( ) 2—x
[Tpumep: f(x) = R

e, [TocebHo cy 3HauajHe GyHKIH]E KOje c€ J100Mjajy KOopuIThemheM caMo
npse 3 onepanuje. To ¢y (HapaBno) moaunomu p(x) € Rlz|.

Mpumep: p(r) = 2° — 227 — 7.

o3 Mehy onepanujama Hajx pynkuujama f : R — R o 3nauajy ce usisa-
jajy "mudepenmmpame” U "UHTErpUpame"

iy & FE ) = 1)

d]} t—0 t

a=x0<...<Tnp=b

b
/ f(t)dt = lim {f(xo)(x1—20)+... 4+ fwp)(Tp—2n_1)}.

e ce muMec y (PuManoBoM) MHTETpalty y3uMa ITo CBUM O/ITOBapajyhum
UHTETPATHUM CyMaMa.

e, [MToaunoMu u parmoHasHe GyHKIM]C HUCY JeAUHE TUdepeHIIM]abnITHE
¢yakmygje f : R — R amm ce cBaka J0BOJbHO ITaTKa (IudepeHIIN-
jabunHa) GyHKIMja MOXKe (JTOKATHO) alpOKCUMHUPATH ITOJTUHOMHUMA
(TejmopoBa dhopmymna).

1.2 KommiekcHe pyHKIMje KOMILIEKCHE POMENBe

ey, ITocmarpajmo cBe kommutekcHe ¢yukimje f : C — C koje ce mory
omucaTti GopMyJIOM Y KOjO] YUecTBY]y (y3 KOMIUICKCHE OpojeBe Kao
KOHCTaHTe) U ciesiche omeparuje

VT = 7 7 PR (KoHjyralkja 2 > Z je HOBa oIlepaliuja) .

2—2z+7°
22— 7243254274’

pumep: f(x,y) = zi=1x+1y.



e, [locebno cy mnTepecatHe pyHKIHje Koje ce qobHjajy KopuirhemeM
CBUX HaBeJICHUX oIlepalldja OCHM Jiejberba ~ =+ 7. To ¢y momuHoMHU
q(z,z) € C|z,Z| ca koOMIIEKCHUM KoepUIIMEHTHMA U JBE BapHjabiie z
u z. [Ipumerumo na ce, ¢ 063UpoM Ha JeTHAKOCTH

(1)

CBAKU TOJUHOM ¢(Z,Z) MOXE HA jIUHCTBCH HAUMH HAIKCATH KAO
nosmunoM p(x,y) € Clz,y].

(I)yHI[aMeHTaJ'IHO NUTAbe KOMILJIEKCHE aHaju3e!

IMuramwe: Koju nomuuomu p(z,y) € Clz,y] umajy ocobuny jia kajga ce 3amuiiy y
dopmu ¢(z,Z) yonure He 3aBUCE O] Z, Tj. Y BbUXOBOM ” 2, Z” -3amucy Bapujabia z ce
YOIIIIITE HE TojaBIbyje!?

Osnrosop: ¢(z,Z) He 3aBUCH O Z AKO U CAMO aKo je

dq
5_0

rae je (y cBeTiry tuHeapHuXx cMeHa (1))

dq  0qox n dqoy 1 (0q _H,@q
0z 0x0z oyoz 2\0x Oy)’

Baksbydak: Jla 6u oapemuin jaa i je noiaunoM p(z,y) € Clz, y| 3anucus y obnuky
p(x,y) = r(z) tme je r(z) € C[z], moTpebHO je U TOBOJFHO M3pAYYHATH MAPIHjAITHE
U3BOJIE g—i u g—z 1 IPOBEPUTH JIa JTH BaXKH

dp  Op

IIITa je To X010MopdHa pyHkimjal?

CBe rope pedeHo 3a MOJUHOM P(, ) HMa CMHUCTIA U 3a CBaKy JU(pEpCHIIHjabuIHy
bynxuujy f : R? — C. 3a takBy QyHKIMjy KaxeMo Ja je XoJomopdHa (y Tauku
(a,b) € R?) axo (y Toj TaukH) 3a/10BOJbABA YCIOB

o %1 (% )
0z 2 \0xr Oy
dyukmja f je xonomopdua y obmactu U C C axo je xonomopdhHa y CBaKOj TAUKH
TE 00JIaCTH.
[MokymajMo ma pasjacHuMO cMmucao yciaosa (2). Beh 3namo ma ako je f(z,y)
MTOJTMHOM MJTM pallioHaliHa (yHKIIMja, OHAA beHa XOJIOMOP(GHOCT rapaHTyje Ja je

OHa MOJIMHOM (panoHaHa GyHKIIM]ja) Koja 3aBUCH caMo O 2 (a He 0J1 Z). Y OIIITeM
Cllydajy MMaMo CIMYaH 3akibydak. JIOBOJBHO je ma ce cetumo aa je f(x,y) yBek



(JIOKaJIHO) anpOKCUMHUpaHa IOJIMHOMOM Py, (x,y) crenena n (Tejmopoa Gpopmyia).
VYcnos a[ = () moBJa4M ycioB 85’1‘ = 0. Omarne no6ujamo aa je f xomomopgHa ako

ce alpOKCUMHUPA MOIHHOMUMA Py, (2) KOJH 3aBUCE caMo O z (a He Of1 Z).

XoJiomophHe GpyHknuje = KOMILIEKCHO Jin(epeHnujaduiHe Gpynknuje

EBo jomr jegnor moriiega Ha xonomopdHOCT Heke dyHkimje. dudepenmujan
dbyHkmje [ mMa 00Uk
0
O g gy %

+ O . 9 4

YT 8T oz
rae je dz := dx + 1dy u dz := dx — idy. Oumaspe ce ynopehuBamem TOHOBO 101431
1o popmyite (2) kao u 10 (bopMyne

af =7

of _1(of .of
() 2 (E-i2
0z ox 8y
Vcenos xonmomopdHoCTH % = 0 exBuBajJCcHTaH je yciaoBy df = gdz 3a Heky

dynxuujy g. 3axmyuyjemo nazanexu ¢ € Cpaxu f(z)—f(a) = c(x—a)+O0(|z—al?)
OJIaKIIC HEMOCPEIHO U3BOIUMO clie/ichd BaXaH 3aK/byyax.

Bakspyuak: Axo je f : C — C xonomopdua GpyHKIMja OHIA TOCTOJH JTUMEC

@) () = tim 22 = /(@)

Z—a zZ—Q

Banarak 1: Ojpeautu 3a xoje o1 cienchux dynkumja f(z) mumec (4) mocToju U ako
rocroju oapeautu u3Box f’(2):

(@) f(z) =%, () f(z) =72, (o) f(2)=2-Z (d) f(2) =sin(2).

3ajgarak 2: Cpaka rmatka ¢pynkuuja f : R? — C je obmuxa f(z,y) = u(x,y) +
iv(z,y) TOe ¢y w M v ABE TIaTKe peande ¢yHkimje. [lokasaT aa je yCIOB XOJO-
MopdHocTu (2) ekBuBasieHTaH napy yciosa (Komu-PumanoBu yciioBn)

5) Ju v ov  Ou
oxr Oy oxr Oy
HajBasknuje cBojcTBo Xo0/10Mophuux pynknuja!l!!

Hajsaxxuuje cBojcTBO X0JI0oMOpdHE pyHKIM]je TeduHUcaHe Y (TTIPOCTO MTOBE3aHO])
obmactu U C C je jemHakocT UHTErpajia

fdz= fdz
r Ty

rae cy I'y u ['y aBe rmaTke xpuBe koje mojiase u3 ucte Tauke a € U u 3aBpiiaBajy
ce y uctoj Tauku b € U (He3aBUCHOCT UHTETpalia XojioMophHe (PyHKIU]je O] yTa
HUHTETpaIuje).

3a J10ka3 U j10/1aTHA odjallibehba BUjieTH cJiejiehn mukpo-kype o 15 munyra!
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2 Jludepenumjanane ¢gopme u Crokcoa gopmy.ia

LITa je hpopma,

IlITa je bopma TaHKa,
Jlan’ je caHak ceHKe,
Wi’ Ta cenka caHka.

IIra je To qudepennmjaina popma!?

Hugpepenyujanna ¢popma je cBaxu uzpas obdauka P dQ tioe cy P u Q) dyHkumje.
Hpyrum peunma (eeMeHTapHa) audepeHnujania Gopma je mpousBoa GpyHKIHje U
nedepeHnujana Heke apyre ¢pyakmuje. Ilo moroBopy mudepeHnunante Gopme cy u
CyMe eIeMEHTapHUX TudepeHITHjaTHUX GOPMHU.

[Mpumepu: fdz, dR, Pdx+ Qdy, gdz + hdy, UT/I.

W3 xonTekcTa he 6utm jacHo rae je audepenimjamna popma aepunucana. Ha mpumep
BpJ10 yecTo hemo mocmartparu mudeperujanae popme P dQ riue cy P u () qudepen-
nujabunHe ¢pynnuje gepunucane y nekoj obaactu U C C ca Bpennocruma y C.

Hoge npumepe qobujamo axo mocMatrpamo (riratke) pyHkuuje f u g gehuHucane
Ha HeKoM uHTepBay [a,b] C R. ludepennujanua ¢popma f dg je OHO MITO BUIUMO
13a 3HaKa UHTerpana y popmynu

b
©) / f(x) dg(z).

[Tojcerumo ce eduHUIMje OBOT MHTErpaja (BUACTU @13 U3 mpse Jekuuje). [lo
neunuMju uHTErpal (6) je TPAaHUYHA BPSIHOCT (MHTETpAITHUX) CyMa 00JIMKa

S(@1)(g(w1) = g(20)) + f(2)(9(22) — g(21)) +- . .+ f(20)(9(2n) — g(Tn-1))-

V cinyuajy rnatkux ¢pyukiuja P, Q) : U — C Ha Bpjo ciuuan HauuH ce aeduHurie
UHTETpal

) / PdQ

yX Heke Tiatke kpuse 7 : [0, 1] — U Kao rpaHiyHa BpeJHOCT HHTETPATHUX CyMa

(®) P(1)(Q(x1) = Q(x0)) + - + Paa)(Q(2n) — Q2n-1))

rnejer; =(t;)ul0=ty <ty <...<t,=1

[Momro ayx kpuse 7y Baxu dQ) = Q'(t)dt, unrerpan (8) ce oamax cBoau Ha
"oOuyHU" UHTErpall,

JRCORIRON



Yemy ciryxe nudepennujaine popme!?

Beh cMo y HeKOM cMHCITy Y IPETXOJHUM PEJOBMMA HAUeld OATOBOpP HA TO IH-
Tame. Judepenmnujaana opMa je u3pas3 Koju ce MOKEe HHTETPaJIUTH Ay HEKe KpUBE
v. @opma w = P dQ cagpxu TauHO OHY HH(MOPMAIIH]y MOTPeOHY 3a hopMHUparbe
ojaroBapajyhux uHTerpajHux cyMa (8) ITo HEMOCPEIHO BOJIU Ka JACHUHUILIU]U UHTE-
rpana (7). Tope je moka3aHo Ja ce TakaB UHTETpall Op30 MOXKE cBecTH Ha "oOuyaH"
uHTeTpan GyHKIHje jeHe mpoMemrBe. To Hac HUKaKo He cMe 3aBapatu. OBo cBohe-
Ibe je camo jedaH (1 To ~brute force”) HauuH 3a u3pauyHaBame nHTerpana (7). Cam
uHTterpal (7) yHocH (y IIIaXOBCKOM JKapToHY) je[HY BEMKY TeopeTcKy HoBoct! Kama
roji jobujemo jiBe (rinarke) dyuxkuuje P u @), neduHucane Ha IpaBoj WIK y paBHHU,
Ha TJIaTKO] MOBPIIH, Y TPOCTOPY WU OUJIO KAKBOj APYTOj TIIATKO] MHOTOCTPYKOCTH
(omHOCHO y OMIJIO KAKBOM aMOU]CHTY T/Ie UMa CMUCIIA TOBOPUTH O TJIATKUM (hYHKITH-
jaMa ¥ TJIaTKUM KPUBHM), MOKeMO (popmupaTu UHTETpastHe cyme (8) u 1euHucaT
unrerpai (7).

Kaacuuan npumep

o3, [TocMaTpajamo uHTETpam

9) / Riz, /P(@) da

rae je P(z) Heku monuHoM a R panuonanta GpyHKIMja.

e3> Ha mpuMep axo xenmuMo u3padyyHaTH JY>KUHY JIyKa eIHIce ca MOoy-
ocaMa a u b Torma3suMo 10 HHTerpata

1 — k%2

o= / VI-P)1 - PP)

e je k= (a* — b?)/a’.

033 Wnu axo xeaumo U3padyyHaTHu QYXKUHY JIeMHUCKAe J0JIa3UMO 10 UH-
TCerpalia

Toodt
I(x) /0 T
o3, PeBonynuja y pasymeBamy uHTerpajia tuma (9) HacTynuia je Kaja
je Hune Xenpuk A6en (a mpe u mocie ayc, Jakobu, Puman, u ap.)
[I0YCO CUCTEMATCKHM JIa AHAJIM3UPA UHTETPaJl fv R(z,y) dz, kao unre-
rpai judepennumjanie popme w = R(x,y) dr 3agane Ha anre6apckoj
kpuBoj (Pumanosoj mospim) C' = {(x,y)|y? = P(z)} C C2



CrokcoBa TEeopeMa

CroxkcoBa TeopeMa je HajBaXXKHUJU PE3YJITAT U3 TCOPHjC UHTETpaluje TudepeHIIN-
jamaux ¢popmu. Mopmyranuja u qoka3 oBoT TBphema (y MyHOJ TEHEPAITHOCTH ) MOXKE
ce HahM y CBaKoj KIU3U Yy KOjoj c€ TOBOpU O AU(EPCHIMjaTHUM (TIATKUM) MHO-
TOCTPYKOCTHMA, CITEIIJAITHO Y KIbUTaMa mocBehennM mudepenenjaanoj TOmoaIoTuju
U reoMeTpuju (HIIp. y MoHOTpaduju B. Apaosuh, /[. Murunkosuh, Ananuza na muo-
SOCHIPYKOCIUUMA: TpUMEHe y ceoMettpuju, mexanuyu, woionouju, beozpag, Maiie-
maiauuxu paxynivein 2003). P. Griffiths y kmwusu Introduction to algebraic curves
dbopmymuire CtokcoBy TeopeMy (Teopema 5.5) 3a ciyuaj 1-popmu anmu He /1aje T0Ka3.
JaheMo ckuIry mokasza oBe TeopeMe KOjU MOTIIYHO PACBET/haBa IeHY CYIITHHY U KOJU
HaM JIOMYIITA J1a OATOHETHEMO KaKO Cy O OBAKBUM PE3YJITATUMA PA3MUIILTbaTH U KAKO
Cy MX ynorpebibaBajid 3HaMeHUTH (pusnuapu u matemaruuapu (Maxwell, Stokes,
Thomson, Octporpajacku u ap.).

Teopema: Hexka je U C R? neka 3aTBopeHa, IpocTo MoBe3zaHa (6e3 "pyma") obmact
y R? (Bugeru Ciuky 2). Heka je OU rpanuna obnactu U cxsahena kao kpusa Koja
obusasu 061acT y cMepy 06pHyTOM 01 Kazasbke Ha caty. Hekacy P, () : U — R (unu
P,Q : U — C) nBe rnatke ¢pynkumje gepunucane Ha U u Heka je w = Pdr + Q dy
oaroBapajyha ¢opma aepunucana na U. Tana Baxu crneacha jeqnaxoct (I'puHoBa
dbopmyma)

(10) /8U[P(:B y)dx + Q(x,y) dy] = // (@ — 8_P> dxdy.

Cnuxka 2:

Ca neBe crpane ¢opmyine (10) je unrerpan mudepeniyjaane opme w a ca
JecHe OOWYHU JBOCTPYKU WUHTErpas (WIM yUeHHje pedeHO MHTerpal 2-hopme dw).
Haxaxumo dhopmyiny (10) mocreneno. [Tohuhemo of jenHOCTaBHUX, TOTOBO TPUBH-
JANHUX CllyuyajeBa, J1a OM ce MOoKa3ao Ja U ONIITH CIy4a) HUje TAKO JAJICKO.

e, IIpermocraBuMo Aa je w = dR = %—f dr + %—5 dy 3a HeKy audepeH-
ujabunny ¢pyukuujy R(x, y) nedunucany na U. Hemocpemno ce yBe-
paBaMo Ja Cy W JieBa cTpaHa (HamucaTH oAroBapajyhy cymy (8)) u
necHa crpana jennaxoctu (10) jennaxe nynu., Kao TpuBujana mocie-
ua jiobuja ce 1a je popmyia (10) rauna ako cy P u () koHcranre!



e, Ilocmarpajmo cama ciyuaj P(z,y) = z,Q(z,y) = 0. Ilomro je
P(x,y)dr = xvdr = 1/2d(x?) 3akibydyjeMO Ha OCHOBY @4 1a Cy
o6e crpane jeqHakocTH (10) jemqrake 0. CnuuaH 3ak/bydyak ©UMaMo U y
cumerpuutom ciyuajy P(z,y) = 0,Q(x,y) = v.

e,3 Cana jonasu cinyuaj P(x,y) = y,Q(z,y) = 0 (ka0 u cumerpuyan
cayuaj P(x,y) = 0,Q(z,y) = z). OBo je Bpio caipKajaH ciydaj
KOjH, Kao mTo he ce BUIETH, Y MOTIIYHOCTH pa30TKpUBa cMucao Gop-
myJie (10). Jdoka3 je jennocraBan. Ca jecHe crpane jennaxoctu (10)
nojaBjbyje ce noBpmuHa objactu U (ca 3HakoM 7 — 7y ciaydajy
P(z,y) = 0,Q(z,y) = y). Wcru pesyarar ce qobuja u Ha JIEBOj
CTpaHM IITO HEIMOCPETHO Ceau U3 JAehUHHUIMje. 3anucTa, Kao IITO
ce Buyu Ha Cuia 3, oaroBapajyha unrerpamna cyma (8) mpupoHo
Ce MHTEPIpETHpa Kao cyMa TOBPIITMHA MPaBOYTaOHWKA Ca TOPIHUM
ocHoBama "Ha rpanunu" oomactu U.
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Crnuka 3:

e,y 3a Kpaj ToKa3a JOBOJHHO je YBEPUTH ce Ja ce 06e CTpaHe jeMHAKOCTH
(10) monamajy aguTMBHO (3a cityuaj jieBe cTpane To cieau u3 Cimke 2).
JHakie J103BosbeHO je obmact U pa3butu Ha cacBUM Majie 00JacTu
(obmactu Ay, As, ... uta. Ha Cmumm 2). Y obmactu A; dyHknmja
P(z,y) ce Mmoxke (1o Ha MHUHUTE3UMAIIC BUIIET pefla) allpOKCUMU-
patu nuHeanoM ¢yukmmjoM P'(z,y) = a + bx + cy (CIMYHO BaXu U
3a GyHKIUjy Q(T,y)) U TBphEHbE C OHJA CBOM HA @41, @45 U ®43.

3apnarak 3: Kopumhemem Komm-PumanoBux jenmnakoctu (3amatak 2) mokas3aTw
“HajBa)kKHUje CBOJCTBO XonoMopdHux yukimja” GopMynucaHo Ha cranu 4.
3ajgarak 4: JlokasaTtu renepanucany KorujeBy hopmyiry
of
f(O)=— Mdz——,/dz—()didz
21 Jouy 2 —C 2w Jy 2 —C

raeje [ : U — C mudepennujabumna ¢pynkimja. CrenujaiHo ako je f xonomopdHa
JpYru cabupak HecTaje u jjodujamo oouuny hopmy Koimjee Teopeme.



