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formi
2. decembar 2008

RadeedaR

Blagonakloni ~itatequ/~itateqko,
Pred Vama su dva 15-minutna kursa (videti naslov) posve}ena kompleksnoj

analizi i integraciji diferencijalnih formi. Ove mikro-kurseve nikako
ne treba shvatiti kao zamenu za ozbiqnije polu~asovne, vi{e~asovne ili
vi{ednevne mini-kurseve i unapred se ogra|ujem (Caveat Emptor) upozore-
wem da vladawe materijalom ovog mikro-kursa ne garantuje uspe{no polagawe
ispita iz navedenih predmeta (~ak ni po novim ”Bologna”-programima).
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Kompleksna analiza Homolo{ka algebra

Slika 1:

Slika 1 simbolizuje komplesnu analizu i homolo{ku algebru (koja ukqu~uje
i ra~un diferencijalnih formi), prvu kao disciplinu vezanu za jedna~inu
x2 = −1, drugu kao disciplinu koju simbolizuje jedna~ina x2 = 0. Smisao i
zna~aj jedna~ine i2 = −1 za kompleksnu analizu (u obla~i}u levo na Slici 1)
jasan je sam po sebi. U obla~i}u desno d je operacija diferencirawa koja (kao
operacija nad diferencijalnim formama) zadovoqava uslov d2 = 0. Zna~aj ove
operacije za homolo{ku algebru i matematiku u celini najlep{e odra`avaju
slede}e re~i Anri Kartana (Henry Cartan) izgovorene pri dodeli titule
po~asnog doktora Oksfordskog univerziteta:

• ... utinam intelligere possim rationacinationes pulcherrimas quae
e propositione concisa DE QUADRATUM NIHILO EXAEQUARI
fluunt.

• ... @elio bih razumeti najjasnije posledice jednakosti d2 = 0.

Podesite va{e {toperice na 15 minuta. Kre}emo ...!



1 Kompleksno diferencirawe i holomorfnefunkcije
1.1 Realne funkcije realne promewive

•11 Posmatrajmo sve realne funkcije f : R→ R koje se mogu opisati
formulom u kojoj u~estvuju (uz realne brojeve kao konstante) i
slede}e operacije

”+”, ”−”, ” ·”, ”÷”, (sabirawe, oduzimawe, mno`ewe, deqewe) .

Sasvim je jasnoda se na taj na~indobijaju sve racionalnefunkcije
i samo one.

Primer: f(x) =
2− x

x3 − 4x + 1
.

•12 Posebno su zna~ajne funkcije koje se dobijaju kori{}ewem samo
prve 3 operacije. To su (naravno) polinomi p(x) ∈ R[x].

Primer: p(x) = x3 − 2x2 − 7.

•13 Me|u operacijama nad funkcijama f : R→ R po zna~aju se izdva-
jaju "diferencirawe" i "integrirawe"

f ′(x) =
df

dx
:= lim

t7→0

f(x + t)− f(x)

t

∫ b

a

f(t) dt := lim
a=x0<...<xn=b

{f(x0)(x1−x0)+ . . .+f(xn)(xn−xn−1)}.

gde se limes u (Rimanovom) integralu uzimapo svimodgovaraju}im
integralnim sumama.

•14 Polinomi i racionalne funkcije nisu jedine diferencijabilne
funkcije f : R → R ali se svaka dovoqno glatka (diferenci-
jabilna) funkcija mo`e (lokalno) aproksimirati polinomima
(Tejlorova formula).

1.2 Kompleksne funkcije kompleksne promewive
•21 Posmatrajmo sve kompleksne funkcije f : C → C koje se mogu

opisati formulom u kojoj u~estvuju (uz kompleksne brojeve kao
konstante) i slede}e operacije

” + ”, ”− ”, ” · ”, ”÷ ”, ” · ” (konjugacija z 7→ z je nova operacija) .

Primer: f(x, y) =
2− zz + z3

z2z − 7z + 3z5 + 2− i
, z := x + iy.
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•22 Posebno su interesatne funkcije koje se dobijaju kori{}ewem
svih navedenih operacija osim deqewa ” ÷ ”. To su polinomi
q(z, z) ∈ C[z, z] sa kompleksnim koeficientima i dve varijable z
i z. Primetimo da se, s obzirom na jednakosti

(1) z = x + iy x = 1
2
(z + z)

z = x− iy y = 1
2i

(z − z)

svaki polinom q(z, z) mo`e na jedinstven na~in napisati kao
polinom p(x, y) ∈ C[x, y].

Fundamentalno pitawe kompleksne analize!
Pitawe: Koji polinomi p(x, y) ∈ C[x, y] imaju osobinu da kada se zapi{u u
formi q(z, z) uop{te ne zavise od z, tj. u wihovom ”z, z”-zapisu varijabla z se
uop{te ne pojavquje!?
Odgovor: q(z, z) ne zavisi od z ako i samo ako je

∂q

∂z
= 0

gde je (u svetlu linearnih smena (1))

∂q

∂z
=

∂q

∂x

∂x

∂z
+

∂q

∂y

∂y

∂z
=

1

2

(
∂q

∂x
+ i

∂q

∂y

)
.

Zakqu~ak: Da bi odredili da li je polinom p(x, y) ∈ C[x, y] zapisiv u obliku
p(x, y) = r(z) gde je r(z) ∈ C[z], potrebno je i dovoqno izra~unati parcijalne
izvode ∂p

∂x
i ∂p

∂y
i proveriti da li va`i

∂p

∂x
+ i

∂p

∂y
= 0.

[ta je to holomorfna funkcija!?
Sve gore re~eno za polinom p(x, y) ima smisla i za svaku diferencijabilnu

funkciju f : R2 → C. Za takvu funkciju ka`emo da je holomorfna (u ta~ki
(a, b) ∈ R2) ako (u toj ta~ki) zadovoqava uslov

(2) ∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
= 0.

Funkcija f je holomorfna u oblasti U ⊂ C ako je holomorfna u svakoj ta~ki
te oblasti.

Poku{ajmo da razjasnimo smisao uslova (2). Ve} znamo da ako je f(x, y)
polinom ili racionalna funkcija, onda wena holomorfnost garantuje da je
ona polinom (racionalna funkcija) koja zavisi samo od z (a ne od z). U op{tem
slu~aju imamo sli~an zakqu~ak. Dovoqno je da se setimo da je f(x, y) uvek
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(lokalno) aproksimirana polinomom pn(x, y) stepena n (Tejlorova formula).
Uslov ∂f

∂z
= 0 povla~i uslov ∂pn

∂z
= 0. Odavde dobijamo da je f holomorfna ako

se aproksimira polinomima pn(z) koji zavise samo od z (a ne od z).

Holomorfne funkcije = kompleksno diferencijabilne funkcije
Evo jo{ jednog pogleda na holomorfnost neke funkcije. Diferencijal

funkcije f ima oblik

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy =

∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

gde je dz := dx + idy i dz := dx− idy. Odavde se upore|ivawem ponovo dolazi
do formule (2) kao i do formule

(3) ∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
.

Uslov holomorfnosti ∂f
∂z

= 0 ekvivalentan je uslovu df = gdz za neku
funkciju g. Zakqu~ujemo da za neki c ∈ C va`i f(x)−f(a) = c(x−a)+O(|x−a|2)
odakle neposredno izvodimo slede}i va`an zakqu~ak.
Zakqu~ak: Ako je f : C→ C holomorfna funkcija onda postoji limes

(4) f ′(a) := lim
z 7→a

f(z)− f(a)

z − a
.

Zadatak 1: Odrediti za koje od slede}ih funkcija f(z) limes (4) postoji i ako
postoji odrediti izvod f ′(z):

(a) f(z) = z, (b) f(z) = z3, (c) f(z) = z · z, (d) f(z) = sin(z).

Zadatak 2: Svaka glatka funkcija f : R2 → C je oblika f(x, y) = u(x, y) +
iv(x, y) gde su u i v dve glatke realne funkcije. Pokazati da je uslov holo-
morfnosti (2) ekvivalentan paru uslova (Ko{i-Rimanovi uslovi)

(5) ∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

Najva`nije svojstvo holomorfnih funkcija!!!
Najva`nije svojstvo holomorfne funkcije definisane u (prosto povezanoj)

oblasti U ⊂ C je jednakost integrala
∫

Γ1

f dz =

∫

Γ2

f dz

gde su Γ1 i Γ2 dve glatke krive koje polaze iz iste ta~ke a ∈ U i zavr{avaju
se u istoj ta~ki b ∈ U (nezavisnost integrala holomorfne funkcije od puta
integracije).

Za dokaz i dodatna obja{wewa videti slede}i mikro-kurs od 15 minuta!
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2 Diferencijalne forme i Stoksova formula
[ta je forma,
[ta je forma tanka,
Dal' je sanak senke,
Il' ta senka sanka.

[ta je to diferencijalna forma!?

Diferencijalna forma je svaki izraz oblika P dQ gde su P i Q funkcije.
Drugim re~ima (elementarna) diferencijalna forma je proizvod funkcije i
deferencijala neke druge funkcije. Po dogovoru diferencialne forme su i
sume elementarnih diferencijalnih formi.

Primeri: f dz, dR, P dx + Qdy, g dz + h dy, itd.

Iz konteksta }e biti jasno gde je diferencijalnaforma definisana. Na primer
vrlo ~esto }emo posmatrati diferencijalne forme P dQ gde su P iQ diferen-
cijabilne funcije definisane u nekoj oblasti U ⊂ C sa vrednostima u C.

Nove primere dobijamo ako posmatramo (glatke) funkcije f i g definisane
na nekom intervalu [a, b] ⊂ R. Diferencijalna forma f dg je ono {to vidimo
iza znaka integrala u formuli

(6)
∫ b

a

f(x) dg(x).

Podsetimo se definicije ovog integrala (videti •13 iz prve lekcije). Po
definiciji integral (6) je grani~na vrednost (integralnih) suma oblika

f(x1)(g(x1)−g(x0))+f(x2)(g(x2)−g(x1))+ . . .+f(xn)(g(xn)−g(xn−1)).

U slu~aju glatkih funkcija P, Q : U → C na vrlo sli~an na~in se defini{e
integral

(7)
∫

γ

P dQ

du` neke glatke krive γ : [0, 1] → U kao grani~na vrednost integralnih suma

(8) P (x1)(Q(x1)−Q(x0)) + . . . + P (xn)(Q(xn)−Q(xn−1))

gde je xj := γ(tj) i 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1.
Po{to du` krive γ va`i dQ = Q′(t)dt, integral (8) se odmah svodi na

"obi~ni" integral, ∫ 1

0

P (γ(t)) ·Q′(γ(t))dt.
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^emu slu`e diferencijalne forme!?

Ve} smo u nekom smislu u prethodnim redovima na~eli odgovor na to pi-
tawe. Diferencijalna forma je izraz koji se mo`e integraliti du` neke krive
γ. Forma ω = P dQ sadr`i ta~no onu informaciju potrebnu za formirawe
odgovaraju}ih integralnih suma (8) {to neposredno vodi ka definiciji inte-
grala (7). Gore je pokazano da se takav integral brzo mo`e svesti na "obi~an"
integral funkcije jedne promewive. To nas nikako ne sme zavarati. Ovo svo|e-
we je samo jedan (i to ”brute force”) na~in za izra~unavawe integrala (7). Sam
integral (7) unosi (u {ahovskom `argonu) jednu veliku teoretsku novost! Kada
god dobijemo dve (glatke) funkcije P i Q, definisane na pravoj ili u ravni,
na glatkoj povr{i, u prostoru ili bilo kakvoj drugoj glatkoj mnogostrukosti
(odnosno u bilo kakvom ambijentu gde ima smisla govoriti o glatkim funkci-
jama i glatkim krivim), mo`emo formirati integralne sume (8) i definisati
integral (7).

Klasi~an primer

•31 Posmatrajamo integral

(9)
∫

R(x,
√

P (x)) dx

gde je P (x) neki polinom a R racionalna funkcija.

•32 Na primer ako `elimo izra~unati du`inu luka elipse sa polu-
osama a i b dolazimo do integrala

I(x) = a

∫ x

0

1− k2t2√
(1− t2)(1− k2t2)

gde je k := (a2 − b2)/a2.

•33 Ili ako `elimo izra~unati du`inu lemniskate dolazimo do in-
tegrala

I(x) =

∫ x

0

dt√
1− t4

.

•34 Revolucija u razumevawu integrala tipa (9) nastupila je kada
je Nils Henrik Abel (a pre i posle Gaus, Jakobi, Riman, i dr.)
po~eo sistematski da analizira integral

∫
γ
R(x, y) dx, kao inte-

gral diferencijalne forme ω = R(x, y) dx zadane na algebarskoj
krivoj (Rimanovoj povr{i) C = {(x, y)|y2 = P (x)} ⊂ C2.
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Stoksova teorema

Stoksova teorema je najva`niji rezultat iz teorije integracije diferenci-
jalnih formi. Formulacija i dokaz ovog tvr|ewa (u punoj generalnosti) mo`e
se na}i u svakoj kwizi u kojoj se govori o diferencijalnim (glatkim) mno-
gostrukostima, specijalno u kwigama posve}enim diferenecijalnoj topologiji
i geometriji (npr. u monografiji V. Dragovi}, D. Milinkovi}, Analiza na mno-
gostrukostima: primene u geometriji, mehanici, topologiji, Beograd, Mate-
mati~ki fakultet 2003). P. Griffiths u kwizi Introduction to algebraic curves
formuli{e Stoksovu teoremu (Teorema 5.5) za slu~aj 1-formi ali ne daje dokaz.
Da}emo skicu dokaza ove teoreme koji potpuno rasvetqava wenu su{tinu i koji
namdopu{ta da odgonetnemo kako su o ovakvimrezultatima razmi{qalii kako
su ih upotrebqavali znameniti fizi~ari i matemati~ari (Maxwell, Stokes,
Thomson, Ostrogradski i dr.).

Teorema: Neka je U ⊂ R2 neka zatvorena, prosto povezana (bez "rupa") oblast
u R2 (videti Sliku 2). Neka je ∂U granica oblasti U shva}ena kao kriva koja
obilazi oblast u smeru obrnutom od kazaqke na satu. Neka suP, Q : U → R (ili
P, Q : U → C) dve glatke funkcije definisane na U i neka je ω = P dx + Qdy
odgovaraju}a forma definisana na U . Tada va`i slede}a jednakost (Grinova
formula)

(10)
∫

∂U

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy] =

∫ ∫

U

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

A
1 A

2

A
6

A
5

A
7

A
3

A
4

Slika 2:
Sa leve strane formule (10) je integral diferencijalne forme ω a sa

desne obi~ni dvostruki integral (ili u~enije re~eno integral 2-forme dω).
Daka`imo formulu (10) postepeno. Po}i}emo od jednostavnih, gotovo trivi-
jalnih slu~ajeva, da bi se pokazalo da i op{ti slu~aj nije tako daleko.

•41 Pretpostavimo da je ω = dR = ∂R
∂x

dx + ∂R
∂y

dy za neku diferen-
cijabilnu funkciju R(x, y) definisanu na U . Neposredno se uve-
ravamo da su i leva strana (napisati odgovaraju}u sumu (8)) i
desna strana jednakosti (10) jednake nuli. Kao trivijana posled-
ica dobija se da je formula (10) ta~na ako su P i Q konstante!
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•42 Posmatrajmo sada slu~aj P (x, y) = x,Q(x, y) = 0. Po{to je
P (x, y) dx = x dx = 1/2 d(x2) zakqu~ujemo na osnovu •41 da su
obe strane jednakosti (10) jednake 0. Sli~an zakqu~ak imamo i u
simetri~nom slu~aju P (x, y) = 0, Q(x, y) = y.

•43 Sada dolazi slu~aj P (x, y) = y, Q(x, y) = 0 (kao i simetri~an
slu~aj P (x, y) = 0, Q(x, y) = x). Ovo je vrlo sadr`ajan slu~aj
koji, kao {to }e se videti, u potpunosti razotkriva smisao for-
mule (10). Dokaz je jednostavan. Sa desne strane jednakosti (10)
pojavquje se povr{ina oblasti U (sa znakom ” − ” u slu~aju
P (x, y) = 0, Q(x, y) = y). Isti rezultat se dobija i na levoj
strani {to neposredno sledi iz definicije. Zaista, kao {to
se vidi na Slici 3, odgovaraju}a integralna suma (8) prirodno
se interpretira kao suma povr{ina pravougaonika sa gorwim
osnovama "na granici" oblasti U .

Slika 3:

•44 Za kraj dokaza dovoqno je uveriti se da se obe strane jednakosti
(10) pona{aju aditivno (za slu~aj leve strane to sledi iz Slike 2).
Dakle dozvoqeno je oblast U razbiti na sasvim male oblasti
(oblasti A1, A2, ... itd. na Slici 2). U oblasti Aj funkcija
P (x, y) se mo`e (do na infinitezimale vi{eg reda) aproksimi-
rati lineanom funkcijom P ′(x, y) = a + bx + cy (sli~no va`i i
za funkciju Q(x, y)) i tvr|ewe s onda svodi na •41, •42 i •43.

Zadatak 3: Kori{}ewem Ko{i-Rimanovih jednakosti (Zadatak 2) dokazati
�najva`nije svojstvo holomorfnih funkcija� formulisano na stani 4.
Zadatak 4: Dokazati generalisanu Ko{ijevu formulu

f(ζ) =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

z − ζ
dz − 1

2πi

∫

U

∂f
∂z

(z)

z − ζ
dzdz

gde je f : U → C diferencijabilna funkcija. Specijalno ako je f holomorfna
drugi sabirak nestaje i dobijamo obi~nu formu Ko{ijeve teoreme.
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