
15 minuta torusnih varijeteta
Beograd, mart 2010

RadeedaR

Blagonaklona ~itateqko/~itatequ,
Pred Vama je jo{ jedan 15-minutni mini-kurs1, ovoga puta sa temom iz

teorije torusnih varijeteta. Kao i pre, upozoravamo da ove mikro-kurseve
nikako ne treba shvatiti kao zamenu za ozbiqnije polu~asovne, vi{e~asovne
ili vi{ednevne mini-kurseve i unapred se ogra|ujem (Caveat Emptor) upozore-
wem da vladawe materijalom ovog mikro-kursa ne garantuje uspe{no polagawe
ispita iz algebarske geometrije2. Ipak popularnost i o~evidne prednosti
ovih kurseva, na primer atraktivnamogu}nost da se matemati~kifakultet sim-
boli~no zavr{i za 24 sata, naveli su me na to da nastavim sa pedago{kim radom.
Mo`e se spekulisati da }emo u budu}nosti biti u mogu}nosti da ponudimo i
druge vrlo atraktivne programe visokog nivoa kao{to su �magistratura letwi
dan do podne �, �doktorska disertacija od doru~ka do ru~ka �, �kako napisati
instant nau~ni rad�, �budite sami svoj mentor i ~lan komisije �itd., ali je za
sada rano da se o tome javno govori.

Podesite va{e {toperice na 15 minuta. Kre}emo ...!

1 Vi{edimenzionalne geometrijske progresije
Geometrijska progresija

(1) 1 x x2 . . . xn . . .

je jedan od lepih objekata na{eg ranog matemati~kog obrazovawa sa kojim se i
danas rado dru`imo. Nema toga ko nije osetio toplinu u du{i pri pogledu na
beskona~nu sumu

(2) 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . . +

1

2n
+ . . . = 2.

Pogleda}emo na geometrijske progresije (skra}eno g.p.) sa algebarske ta~ke
gledi{ta sa ciqem da uhvatimo ideju vodiqu koja }e nas povesti u svet vi{edi-
menzionalnih geometrijskih progresija. Po definiciji geometrijska progre-
sija je preslikavawe f : N→ C koje zadovoqava uslove

(3) (i) f(0) = 1 (ii) f(i + j) = f(i)f(j).

1Za sada postoje 15-minutni kursevi iz kompleksne analize, diferencijalnih
formi, teorije grupa, a nadam se da }e ih biti jo{, npr. iz integrabilnih dinami~kih
sistema.

2Iako je do mene stigao glas da je jedan na{ student, ~ije ime iz razumqivih
razloga ne otkrivamo, navo|ewem ovih kurseva u svom Curriculum Vitae ostavio
veoma sna`an utisak na prijemnu komisiju jednog uglednog svetskog univerziteta.
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Drugim re~ima f ∈ Hom((N, +), (C, ·)) je homomorfizam iz aditivne polugrupe
(N, +) u multiplikativnu polugrupu (C, ·).

Definicija 1. Neka je (A, +) bilo kakva aditivna polugrupa sa neu-
tralnim elementom 0. Kompleksna geometrijska progresija nad A je
po definiciji bilo koji homomorfizam f ∈ Hom(A,C), tj. bilo koje
preslikavawe f : A → C koje zadovoqava uslove (3).

Primetimo da ako je h : A → B homomorfizam polugrupa, npr. ako je A
podpolugrupa od B i h inkluzija, onda postoji prirodno preslikavawe

(4) ĥ : Hom(B,C) −→ Hom(A,C)

definisano sa ĥ(f) = h ◦ f . Na primer u slu~aju da je A podpolugrupa od B
onda je ĥ restrikcija geometrijske progresije nad B na podpolugrupu A.

Primeri 2.

(1) Geometrijska progresija nad Z

. . . x−2 x−1 1 x x2 . . . xn . . .

je isto {to i homomorfizam f : Z→ C.

(2) Geometrijska progresija nad N2 = (N2, +) je bilo koje preslika-
vawe f : N2 → C koje zadovoqava uslove (3). Odavde sledi da
je f(p, q) = xpyq za neke kompleksne brojeve x, y ∈ C. Sli~no,
geometrijska progresija nad Z2 je zadana istom takvom formulom
uz uslov (x, y) ∈ (C∗)2 gde je C∗ := C \ {0}.

(3) Generalnije, svaka g.p. nadNk je zadanaformulom f(p1, p2, . . . , pk) =
xp1

1 xp2

2 . . . xpk

k =: xp za neki x ∈ Ck i kao u (2) uslov xp ∈ (C∗)k izd-
vaja geometrijske progresije nad Zk.

Zadatak 0.1. Opisati geometrijske progresije nad N× Z.
Zadatak 0.2. Neka je A ⊂ Z2 polugrupa. Dokazati da je f : A → C
geometrijska progresija nad A ako i samo ako je f(0) = 1 i za svaki
paralelogram PQRS kome su temena u A va`i

f(P ) · f(R) = f(Q) · f(S).

^italac koji voli jezik teorije kategorije primeti}e da smo po{li od
kategorije abelovih polugrupa i da smo u Definiciji 1 (videti (4)) zadali
funktor iz te kateogorije u kategoriju skupova (topolo{kih prostora!?).
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1.1 Neortodoksno mno`ewe matrica
Ve} se iz gore navedenih formula vidi da je matri~ni jezik vrlo pogodan
za opisivawe i rad sa geometrijskim progresijama. Na primer formula iz
Primera 2-(2) se mo`e napisati i ovako

f(p, q) = xpyq =
[x y]

[
p
q

]]

ali pod uslovom da se mno`ewe matrica interpretira na drugi na~in.

Konvencija o ]-mno`ewu matrica: Proizvod dve matriceA iB se kao i obi~no
ozna~ava sa AB ili A ·B. Me|utim ako je B matrica sa celim koeficientima
defini{emo i (desni) ]-proizvod A ·] B = A · B] tako {to se sve operacije
podignu za jednu stepenicu navi{e saglasno slede}em pravilu:

x ·] m := xm x +] y := x · y x ·] m +] y ·] n = xmyn, itd.

Na primer,
[x y]

[
3 −1
2 5

]]
= [x3y2 x−1y5].

U prakti~nim primenama kao i obi~no pojednostavqujemo zapis kada god je to
mogu}e tako da }emo ponekada izostavqati znak ].

Zadatak 0.3. Dokazati da za svaku matricu X i dve matrice A i B sa
celim koeficientima va`i zakon asociativnosti obi~nog i ]-mno`ewa

X ·] (A ·B) = (X ·] A) ·] B.

1.2 Polugrupe asocirane sa konusima
Neka je K ⊂ Rd konveksni konus sa vrhom u 0, tj. bilo kakav podskup od Rd

zatvoren u odnosu na konveksne kombinacije i homotetije,

(∀x, y ∈ K)(∀µ ≥ 0)(∀λ ∈ [0, 1]) λx + (1− λ)y ∈ K i µx ∈ K.

Skup AK := Zd ∩K je aditivna polugrupa za svaki konveksni konus K ⊂ Rd.

Primer 3. Neka je K = Pos{a(1), a(2)} = {λa(1) + µa(2)|λ, µ ≥ 0} kon-
veksni konus u R2 razapet vektorima a(1) i a(2) koji ~ine bazu od Z2.
Tada je A = AK = K ∩ Z2 podpolugrupa od Z2 generisana vektorima
a(1) i a(2).

Primer 4. U dimenziji d = 1 imamo samo 4 razli~ita konveksna konusa
K0 = {0}, K+ = [0, +∞), K− = (−∞, 0] i K = R. Odgovaraju}e polu-
grupe su A0 = {0}, A+ = N, A− = −N i A = Z.
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2 Afini varijetet Geo(A)

Uvedimo, suprotno klasi~nom principu parsimonije, jo{ jedno sugestivno ime
za prostor svih geometrijskih progresija nad polugrupom A.

Definicija 5. Skup Hom(A,C) svih geometrijskih progresija nad A
ima prirodnu strukturu topolo{kog prostora kao podprostor pros-
tora funkcija iz A u C. Ozna~imo ovaj prostor (varijetet) sa Geo(A).
Kao {to Primeri 2 pokazuju prostorGeo(A) se u praksi lako identifikuje

za razne abelove polugrupe A. Pored toga svakom homomorfizmu h : A → B
odgovara neprekidno preslikavawe ĥ : Geo(B) → Geo(A).

Na primer ako su e+ : N → Z i e− : −N → Z o~evidna ulagawa dobijamo
dijagram

(5)
Geo(−N)

ê−←−−− Geo(Z)
ê+−−−→ Geo(N)

f(−1)

y
yf(+1)

yf(+1)

C ←−−− C∗ −−−→ C
Primetimo da su oba preslikavawa ê− i ê+ injekcije koje dopu{taju da se
Geo(Z) vidi kao podprostor oba prostora Geo(−N) i Geo(N). Ako je x = f(1)
koordinata u desnoj a y = f(−1) koordinata u levoj kopiji od C iz relacije
f(+1)f(−1) = 1 dobijamo y = 1/x. Odavde zakqu~ujemo da se slepqivawem
prostoraGeo(−N) iGeo(N) du` zajedni~kog podprostoraGeo(Z) dobija sfera
S2 = C ∪ {∞} (Rimanova sfera!).

2.1 Geo(A) za razne A ⊂ Z2

Prethodni primer dijagrama (5) iz kog je slepqivawem (prelaskom na kolimes)
dobijena Rimanova sfera, prvi je nagove{taj da bi se analognim postupcima iz
drugih gradivnih prostora Geo(A) mogle dobiti zanimqive mnogostrukosti!

Kao pripremni korak za wihovu kostrukciju analizira}emo detaqnije
slu~aj d = 2, tj. slu~aj abelovih podpolugrupa A ⊂ Z2.

Fokusira}emo se na osnovna tri tipa podpolugrupa. Prvi tip ili tip (I)
su polugrupe ranga 1 generisane nekim primitivnim vektorom a ∈ Z2. Tip
(II) su polugrupe AK = P ∩ Z2 gde je P neki poluprostor ~ija je grani~na
prava generisana nekim primitivnim vektorom b ∈ Z2. Tre}i tip ili tip
(III) su polugrupe ranga dva definisane u Primeru 3. Neformalno mo`emo
(prema asociranom konusu) prvi tip zvati �tip poluprave�, drugi tip �tip
poluravni�i tre}i tip �tip ise~ka�(Slika 1).

Zadatak 0.4. Pokazati da je

Geo(A) ∼=





C, Ako je Atipa (I)
C∗ × C, Ako je Atipa (II)
C× C, Ako je Atipa (III)

C∗ × C∗, Ako je A = Z2.
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Slika 1: Polugrupe sva tri tipa.

Ako su A i B dve polugrupe onda po pravilu me|u wima ima mnogo raznih
homomorfizama a samim tim i indukovanih preslikavawa me|u prostorima
Geo(A) iGeo(B). U nekim slu~ajevim se ipak mogu izdvojiti kanonska presli-
kavawa me|u Geo-prostorima, npr. ako je A ⊂ B i ako je e : A → B inkluziono
preslikavawe, onda je ê : Geo(B) → Geo(A) restrikcija geometrijske progre-
sije nad B na podpolugrupu A. Specijalno ako je B = Z2 dobijamo da postoji
kanonsko preslikavawe êA : (C∗)2 = Geo(Z2) → Geo(A) za svaku polugrupu
A ⊂ Z2.

Zadatak 0.5. Pokazati da je preslikavawe êA : (C∗)2 = Geo(Z2) →
Geo(A) neprekidna injekcija za svaku polugrupu A ⊂ Z2 tipa (II) ili
tipa (III).

Slede}e tvr|ewe je od velike va`nosti za razumevawe torusnih varijeteta.

Stav 6. Neka je A ⊂ Z2 polugrupa tipa (I), (II) ili (III). Ozna~imo
sa K = Pos(A) asocirani konveksni konus (Slika 1). Izaberimo homo-
morfizam v : Z2 → Z zadan formulom v(p1, p2) = α1p1 + α2p2 za neke
α1, α2 ∈ Z i neka je u = v ◦ eA : A → Z kompozicija sa kanonskom inklu-
zijom eA. Neka je C = û : C∗ → Geo(A) asocirano preslikavawe. Tada
limes

lim
t 7→0

C(t)

postoji u Geo(A) ako i samo ako je vektor α = (α1, α2) ∈ K∨ element
dualnog konusa K∨ od K.

Dokaz: Tvr|ewe va`i i u ve}oj generalnosti ali ga mi dokazujemo samo u
za nas najva`nijem slu~aju polugrupa tipa (III), tj. polugrupa tipa ise~ka
(Slika 1). Pretpostavimo, kao u Primeru 3 da je polugrupa A generisana
vektorima a(1), a(2) ∈ Z2.

Po definiciji v̂(t) je g.p. ft : Z2 → C za koju va`i ft(e1) = tα1 i ft(e2) = tα2 .
Odavde sledi da je za svaki a = (a1, a2) ∈ Z2

ft(a) =
[tα1 tα2 ]

[
a1

a2

]]

= tα1a1+α2a2 = t〈α,a〉.
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Po definiciji C(t) je restrikcija od ft na A odakle sledi, s obzirom da su
x = ft(a

(1)) i y = ft(a
(2)) koordinate na C2 ∼= Geo(A), da je

x = t〈α,a(1)〉 i y = t〈α,a(2)〉.

Po{to je C(t) = (x, y) zakqu~ujemo da limt 7→0 C(t) postoji u Geo(A) ako i samo
ako je 〈α, a(1)〉 ≥ 0 i 〈α, a(2)〉 ≥ 0 {to va`i ako i samo ako je α ∈ K∨. ¤

Posledica 7. Ako je A ⊂ Z2 polugrupa tipa (I), (II) ili (III) onda se na
osnovu informacije o svim neprekidnim preslikavawima oblika

û : Geo(Z) → Geo(A)

za sve mogu}e homomorfizme u : A → Z, mo`e rekonstruisati polu-
grupa A.

2.2 Slepqivawe mnogostrukosti Geo(A)

Za svaku polugrupu A ⊂ Z2 zadana je prirodna inkluzija eA : A → Z2 i
indukovano preslikavawe êA : Geo(Z2) → Geo(A) je neprekidna injekcija
(Zadatak 0.5). Pretpostavimo da suA iB dve polugrupe tipa (III) odakle sledi
(Zadatak 0.4) da je Geo(A) ∼= Geo(B) ∼= C2. Posmatrajmo dijagram,

(6)

Geo(A)
êA←−−− Geo(Z2)

êB−−−→ Geo(B)

f(a(1))

yf(a(2)) f(e1)

yf(e2) f(b(1))

yf(b(2))

C2 ←−−−
PA

(C∗)2 −−−→
PB

C2

gde su PA i PB preslikavawa definisana tako da dijagram bude komutativan.
Kolimes dijagrama

(7) Geo(A) ←− Geo(Z2) −→ Geo(B)

je primer torusnog varijeteta, odnosno primer prostora dobijenog slepqi-
vawem (identifikacijom) jednostavnih (afinih) varijeteta Geo(A) i Geo(B).
Upoznajmo se pobli`e sa ovim primerom.

Preslikavawa PA i PB su se implicitno ve} pojavila u dokazu Stava 6.
Ako je f ∈ Geo(Z2) onda su t1 = f(e1) i t2 = f(e2) koordinate ove g.p. u (C∗)2,
x1 = f(a(1)) i x2 = f(a(2)) wene koordinate u C2 ∼= Geo(A), i y1 = f(b(1)),
y2 = f(b(2)) koordinate u C2 ∼= Geo(B). Geometrijska progresija f u matri~noj
notaciji se zapisuje kao

f(p) = f(p1e1 + p2e2) = tp1

1 tp2

2 =
[t1 t2]

[
p1

p2

]]

.
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Odavde se odmah dobija

(8) [x1 x2] = [f(a(1)) f(a(2))] = [t1 t2][a
(1) a(2)]] = [t1 t2]Ā.

gde je Ā = [a(1) a(2)] ∈ GL(2,Z) celobrojna, invertibilna (2 × 2)-matrica.
Odavde zakqu~ujemo da je PA(f) = [t1 t2]Ā a sli~ne formule va`e i za Geo(B),

PB(f) = [y1 y2] = [t1 t2]B̄.

Kao posledicu dobijamo formulu prelaza iz koordinata Geo(B) u koordinate
od Geo(A)

[x1 x2] = [y1 y2]B̄
−1Ā.

Va`na opservacija 1: Prostor XA,B = Geo(A)PA
∪PB

Geo(B), definisan kao
kolimes dijagrama (7), ne mora biti Hausdorfov! Zaista Stav 6 daje potreban
uslov jer ako je C : C∗ → Geo(Z2) = (C∗)2 preslikavawe zadato sa t 7→ (tα1 , tα2)
onda limt 7→0 C(t) ne sme postojati i u Geo(A) i u Geo(B)!

Pretpostavimo da su P = Pos(A) i Q = Pos(B) asocirani konusi i P∨ i
Q∨ wihovi duali. Iz Stava 6 sledi da ako `elimo da XA,B bude Hausdorfov
prostor konusi P∨ i Q∨ moraju biti disjunktni.
Va`na opservacija 2: Pretpostavimo da su unutra{wosti konusa P∨ i Q∨

disjunktni ali da oni imaju zajedni~ku izvodnicu (Slika 2) generisanu pri-
mitivnim celobrojnim vektorom v = (v1, v2) U ovom slu~aju prostor XA,B

PP
.

QQ
.

V

Slika 2:

nije Hausdorfov ali problem je samo u konvergenciji �du` vektora�v. Ovaj
problem se mo`e zaobi}i dodatnom identifikacijom. To se posti`e tako {to
se u dijagramu (6) umesto Geo(Z2) stav prostor Geo(C) gde je C = R ∩ Z2 i
R = P ∪Q dual konusa Pos(v). Ovo nas dovodi do dijagrama

(9)

Geo(A)
êA←−−− Geo(C)

êB−−−→ Geo(B)

f(a(1))

yf(a(2))

y f(b(1))

yf(b(2))

C2 ←−−−
QA

C∗ × C −−−→
QB

C2
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3 Primeri
Videli smo da se torusni varijeteti dobijaju slepqivawem (identifikacijom)
jednostavnih (afinih) varijeteta. Najednostavniji primer je Rimanova sfera
dobijena (dijagram (5)) slepqivawem dve kopije od C. Sli~no projektivni
prostor P1, definisan kao kolekcija svih pravih p ⊂ C2 koje prolaze kroz
koordinatni po~etak, koordinatizuje se (Slika 3) uz pomo} koordinate T1

(definisane za sve prave p razli~ite od x-ose) i T2 (definisane za sve prave p
razli~ite od y-ose). Iz relacije T1T2 = 1 zakqu~ujemo da se radi o istom tipu
slepqivawa odakle dedukujemo S2 ∼= P1.

X

O

T
2

T
1

x

x=1

y

y=1

p

Slika 3: Koordinate na P1 i na BL0.

3.1 Re~-dve o koordinatizaciji
Koordinatizovawe (kartirawe) nekog skupa S je operacija koja se sastoji od 3
koraka:

K1 : Pokrijemo skup S �jednostavnim�skupovima Uj , tj. prika`emo ga
kao uniju S = U1 ∪ . . . ∪ Uk.

K2 : Na svakom skupu Uj uvedemo koordinate (neprekidne funkcije)
zj
1, . . . , z

j
n.

K3 : Nalazimo �funkcije prelaza�tj. funkcije definisane na prese-
cima Ui ∩ Uj koje izra`avaju j-koordinate zj

1, . . . , z
j
n preko i-

koordinata zi
1, . . . , z

i
n.

U za nas najinteresatnijoj situaciji funkcije {zj
i }n

i=1 uspostaqaju bijekciju
izme|u skupaUj i afinog prostoraCn (ili nekog wegovog otvorenog podskupa).
Na taj na~in se na skupu S defini{e struktura mnogostrukosti {to i jeste
osnovni ciq koordinatizacije.
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Na primer P1 = U1 ∪ U2 gde je U1 = P1 \ {x-osa} i U2 = P1 \ {y-osa}.
Koordinata T1 je koordinata na pravoj y = 1 ta~ke preseka prave p i prave
y = 1, sli~no koordinata T2 je koordinata na pravoj x = 1 ta~ke preseka prave
p i prave x = 1 (Slika 3). Funkcija prelaza koja izra`ava jednu koordinatu
preko druge je T2 = 1/T1.

3.2 Blow up

Zanimqiv primer dobijamo ako poku{amo da koordinatizujemo skup BL0 :=
{(X, p) ∈ C2 × P1 | X ∈ p} svih incidencija ta~ka-prava, pri ~emu se od
prave zahteva da prolazi kroz koordinatni po~etak. Ovo je primer tzv. “blow
up”-konstrukcije koja ima veoma veliki zna~aj u geometriji i topologiji.

Neka je X = (x, y) ∈ C2 proizvoqna ta~ka i p = (p1 : p2) proizvoqna prava
kroz koordinatni po~etak. Primetimo da je uslov X ∈ p ekvivalentan sa

(10) det

[
x p1

y p2

]
= xp2 − yp1 = 0.

Pristupimo realizaciji programa iz Odeqka 3.1.

K1 : Primetimo da je BL0 = U1 ∪ U2 gde je U1 := {(X, p) | p 6= x-osa} i
U2 := {(X, p) | p 6= y-osa}. Prema tome (X, p) ∈ U1 ∩ U2 ako i samo ako prava
p nije ni horizontalna ni vertikalna u kom slu~aju su obe koordinate T1 i T2

definisane i va`i
(p1 : p2) = (T1 : 1) = (1 : T2).

K2 : Na skupu U1 ∩ U2 sve funkcije x, y, T1, T2 su dobro definisane ali nisu
nezavisne jer va`e relacije x = yT1 i xT2 = y. Na skupu U1 globalno su defi-
nisane funkcije x, y, T1 i va`i relacija x = yT1. Odavde zakqu~ujemo da su
prirodne koordinate na U1 funkcije y i T1. Time se uspostavqa prirodna
bijekcija izme|u U1 i C2. Sli~no se dobija da su prirodne koordinate na U1

funkcije x i T2.
K3 : Za sve parove (X, p) ∈ U1 ∩ U2 va`e relacije x = yT1 i T2 = 1/T1 odakle
dobijamo da se koordinate x, T2 (na U2) izra`avaju preko koordinata y, T1 (na
U1), relacijom

[ x T2 ] = [ y T1 ]
[

1 0
1 −1

]]

Time smo realizovali program iz Odeqka 3.1 i uverili se da je BL0 zaista
mnogostrukost (varijetet) dobijen slepqivawem dve kopije od C2 uz pomo}
funkcija prelaza opisanim u K3. Poka`imo da je BL0 ni{ta drugo nego
torusni varijetet asociran sa lepezom prikazanom na Slici 4.

Da bi se u to uverili dovoqno je izraziti koordinate na skupu U1 (a to
su prema K2 funkcije y i T1) kao i koordinate na U2 (a to su x i T2) preko
koordinata definisanih na skupu U1 ∩ U2 (a to su funkcije x i y). Dobijamo
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[ x T2 ] = [ x y ]
[

1 −1
0 1

]]
[ y T1 ] = [ x y ]

[
0 1
1 −1

]]

ili napisano kra}e
[ x T2 ] = [ x y ] A] [ y T1 ] = [ x y ] B]

Za kraj je dovoqno primetiti da su kolone matrica A i B ni{ta drugo nego
izvodnice konusa (uglova) σ∨0 i σ∨1 prikazanih na Slici 4 desno. Drugim
re~ima koordinate se pona{aju ta~no onako kao {to se to doga|a pri torusnim
slepqivawima (dijagrami (6) i (11)).

s
0

s
0

.

s
1

s
1

.

Slika 4: Lepeza asocirana sa varijetetom BL0.

3.3 Vektorska raslojewa
Nacrtajmo Sliku 4 ponovo ali ovoga puta razmotrimo generalni slu~aj bilo
koje lepeze sastavqene od dva ugla (konusa) koji imaju zajedni~ku ivicu. S
obzirom da su svake dve baze re{etke Z2 ekvivalentne, tj. mo`e se pre}i iz
jedne u drugu pogodno izabranom matricom K ∈ GL(2,Z), uvek mo`emo dva
od tri vektora izabrati proizvoqno! Ako izabremo zajedni~ku ivicu da bude
vertikalna dolazimo do Slike 5 u kojoj su prikazani samo dualni konusi (kao
na Slikama 2 i 4 desno).

U kontekstu Slike 5 neka su B i C dve polugrupe (tipa III) generisane
primitivnim celobrojnim vektorima a1 i b1, odnosno vektorima −a1 i c1.
Koristi}emo i oznaku B = 〈a1, b1〉 i C = 〈−a1, c1〉. Sli~no, neka je A =
〈a1,−a1, b1〉 polugrupa tipa poluravni generisana navedenim vektorima. Daqe,
neka su B1 = 〈a1〉 i C1 = 〈−a1〉 polugrupe tipa I i A1 = 〈a1,−a1〉.

Zadatak 0.6. Dokazati da ako je {a1, b1} baza 2-dimenzionalne celobroj-
ne re{etke i {a1, c1} neka druga baza iste re{etke da je onda c1 = b1+ka1

za neki ceo broj k ∈ Z. Odavde sledi (Slika 5) da se svi vektori re{etke
koji sa nekim, unapred zadanim vektorom a1 formiraju bazu, nalaze na
pravoj paralelnoj sa a1.

10



a
1

a
2

b
1

c
1

Slika 5:

Iz komutativnog dijagrama polugrupa

(11)

〈a1, b1〉 eA−−−→ 〈a1,−a1, c1〉 eB←−−− 〈−a1, b1〉x
x

x
〈a1〉 −−−→

PA

〈a1,−a1〉 ←−−−
PB

〈−a1〉

dobijamo komutativni dijagram asociranih Geo-prostora

(12)

Geo(B)
êA←−−− Geo(A)

êB−−−→ Geo(C)

f(a1)

yπ1 f(a1)

y f(−a1)

yπ2

C ←−−−
PA

C∗ −−−→
PB

C

gde je π1(f) = f(a1) i π2(f) = f(−a1).
Po definiciji slepqivawem (identifikacijom) u prvoj vrsti dijagrama

(12) dolazimo do varijeteta X koji je predmet na{e analize. Druga vrsta
identifikacijom proizvodi sferuS2 kao{to smo se ranije ve} uverili (videti
dijagram (5)). Vertikalne �strelice�u dijagramu (12) defini{u preslikavawe

µ : X → S2.

Stav 8. Preslikavawe µ : X → S2 je kompleksno, 1-dimenzionalno
vektorsko raslojewe sa Chern-ovim brojem k = c(µ) koji se mo`e
izra~unati iz relacije c1 − b1 = ka1.

11



Dokaz: Neka je {a1, a2} standardna ortogonalna baza (Slika 5) re{etke Z2.
Kao {to ve} dobro znamo postoji izomorfizam Geo(B) ∼= C2 zadat sa f 7→
(f(a1), f(b1)) za svaku geometrijsku progresiju f : B → C. Sli~no, postoji
izomorfizam Geo(C) ∼= C2 zadat sa f 7→ (f(−a1), f(c1).

Uverimo se da je µ : X → S2 vektorsko raslojewe. Izaberimo h ∈ S2 i
analizirajmo µ−1(h).
Slu~aj 1: Neka je h : 〈a1〉 → C ta~ka iz S2 koja dolazi iz leve kopije C u
dijagramu (12) gde je 〈a1〉 = N · a1 polugrupa generisana sa a1. Po definiciji
f ∈ µ−1(h) ako i samo ako je f : 〈a1, b1〉 → C progresija koja je ekstenzija od
h, tj. za koju va`i f(ma1) = h(ma1) za svaki ceo broj m ≥ 0. Drugim re~ima
progresija f je ve} odre|ena nad 〈a1〉 i potrebno ju je dodefinisati u ta~ki b1.
Zakqu~ak: Zakqu~ujemo da je µ−1(h) ∼= C pri ~emu je izaomorfizam odre|en
sa f 7→ f(b1). Ovo je u punoj saglasnosti sa gore opisanim izomorfizmom
Geo(B) ∼= C × C tj. ove formule zadaju prirodnu strukturu (trivijalnog)
vektorskog raslojewa nad Geo(B).
Slu~aj 2: Sli~no se dobija i u drugom slu~aju kada je h geometrijska progresija
definisana nad 〈−a1〉. I u ovom slu~aju se dobija prorodan izomorfizam
Geo(C) ∼= C × C kao i µ−1 ∼= C ali ovog puta je izomorfizam µ−1(h) zadat sa
f 7→ f(c1).

Iz relacije c1−b1 = ka1 dobijamo f(c1) = f(b1) ·h(a1)
k ili f(c1) = f(b1) · tk

ako je t = f(a1) koordinata na C∗. Odavde i sledi tra`eni zakqu~ak. ¤
Zadatak 0.7. Uveriti se da ako su ξ1, ξ2 : S2 → X dva (kompleksna) se~ewa
(u op{tem polo`aju) datog raslojewa da postoji ta~no k razli~itih
ta~aka x1, . . . , xk takvih da je ξ1(x) = ξ2(x) ako i samo ako je x = xj za
neki j = 1, . . . , k.

Uputstvo:
(1) Izabrati brojeve α 6= β ∈ C i definisati se~ewa ξ1 i ξ2 kao

konstantna se~ewa nad levom kopijom od C formulom

ξ1(x) = f ⇔ (f(a1) = x i f(b1) = α), ξ2(x) = f ⇔ (f(a1) = x i f(b1) = β).

(2) Uveriti se da nad desnom kopijom od C ova se~ewa imaju oblik
ξ1(x) = α× xk i ξ2(x) = β × xk. Re{iti po x jedna~inu α

3.4 Kraj 15-minutnog mini-kursa!
Zadaci za ve`bu i proveru znawa

Zadatak 0.8. Zamenite Geo(A) sa Spec(C[A]) i pogledajte uvodne glave
neke kwige iz torusnih varijeteta. Pi{ite mi da li vam je predpri~a o
prostorima geometrijskih progresija pomogla (odmogla) u osvajawu ove
teorije i {ta se i kako moglo druk~ije izlagati.
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Etide za torusni varijetet
Beograd, september 2010

RadeedaR

4 Divizori
Tvr|ewe 9. ([Ful], str. 61)

(13) div(χu)] = Σi〈u, vi〉Di.

Dokaz: Po definiciji (Fulton, [Ful]), χu je racionalna funkcija zadana sa
χu(f) = f(u). Drugim re~ima χu je prosto evaluacija funkcije u datoj ta~ki
u, uz pretpostavku da je u u domenu geometrijske progresije f koja reprezentuje
ta~ku na{eg torusnog varijeteta.

Zbog preglednosti i jednostavnije notacije dokaz }emo izvesti za slu~aj
dvodimenzionalnih varijeteta. Napomenimodaop{ti slu~aj ne zahtevanikakve
nove ideje.

Neka su σ1, σ2, . . . , σn svi dvodimenzionalni konusi na{e lepeze. Po pret-
postavci vi i vi+1 su primitivni vektori re{etke na izvodnicama konusa σi

(vn+1 := v1). Neka je σ∨i konus dualan konusu σi i neka su ai, ai+1 primitivni
celobrojni vektori (vektori re{etke) na wegovim izvodnicama. Odavde sledi
da je {ai, ai+1} baza dualna bazi {vi, vi+1} pa kao posledicu dobijamo jednakost

u = 〈u, vi〉ai + 〈u, vi+1〉ai+1.

Ako su t1 = f(ai) i t2 = f(ai+1) koordinate u karti Uσi
:= Geo(σ∨i ∩ Z2) onda

po definiciji racionalna funkcija χu (u ovim koordinatama) ima slede}u
formu:

χu(f) = f(u) = f(〈u, vi〉ai + 〈u, vi+1〉ai+1) = t
〈u,vi〉
1 t

〈u,vi+1〉
2 .

Po{to je divizor Di u lokalnim koordinatama t1, t2 opisan jedna~inom t1 = 0,
neposredno zakqu~ujemo da je

OrdDi
(χu) = 〈u, vi〉.

Odavde se odmah dolazi do jednakosti (13) po{to je div(χu) ekvivarijatan di-
vizor (tj. divizor invarijantan pri dejstvu torusa (C∗)2) a svi takvi divizori
su linearne kombinacije divizora Di. ¤

5 Ku{nirenkova teorema (skica)
Ku{nirenkova teorema je sama po sebi toliko zanimqiva i va`na da je weno
izu~avawe i razumevawe sasvim dovoqan razlog za studirawe torusnih varije-
teta.
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Mi }emo se (kao i u prethodnim glavama) ograni~iti na dvodimenzionalni
slu~aj, tj. na slu~aj polinoma dve varijable. Sve osnovne ideje se ve} tu u
potpunosti manifestuju i omogu}uju laki prelaz na op{ti slu~aj.

Definicija 10. Celobrojni nosa~ A(P ) polinoma P (x, y) ∈ C[x, y]
defini{emo kao minimalan skup A ⊂ Z2 takav da je

P (x, y) =
∑

(i,j)∈A

ai,jx
iyj.

Wutnov poligon ∆(P ) polinoma P se defini{e kao konveksni omota~
skupa A(P ).

Primetimo da je uvek ∆(αP ) = ∆(P ) ako je α 6= 0. Tako|e va`i

∆(P1P2) = ∆(P1) + ∆(P2)

gde je sa desne strane pojavquje suma poligona u smislu Minkovskog. [ta
mo`emo re}i oWutnovom poligonu∆(P1+P2) sume dva polinoma!? Primetimo
da je uvek A(P1 + P2) ⊂ A(P1) ∪ A(P2) odakle sledi relacija

∆(P1 + P2) ⊂ conv(∆(P1) ∪∆(P2)).

Jednakost ne mora uvek va`iti jer se neki koeficienti mogu poni{titi! Me-
|utim vrlo je mala verovatno}a da }e se ba{ to desiti ako su P1 i P2 �slu~ajno
izabrani polinomi�! Drugim re~ima ako su P1 i P2 �tipi~ni�(generi~ki
izabrani) polinomi onda va`i jednakost

∆(P1 + P2) = conv(∆(P1) ∪∆(P2)).

Sasvim precizno se ideja generi~nosti iskazuje na slede}i na~in. Ka`emo
da neki iskaz o polinomima va`i za tipi~ni, odnosno generi~ki izbor poli-
noma ako je skup izuzetaka nigde gust, zatvoren skup u prostoru polinoma koje
razmatramo.

Teorema 11. (Ku{nirenko) Pretpostavimo da su P1(x, y) i P2(x, y)
generi~ki izabrani polinomi sa jednakim Wutnovim poligonima,

∆ = ∆(P1) = ∆2(P2).

Tada sistem jedna~ina

P1(x, y) = 0 P2(x, y) = 0

ima ta~no 2m(∆) re{ewa u skupu C∗ := C \ {0} kompleksnih brojeva
razli~itih od nule, gde je m(∆) povr{ina Wutnovog poligona ∆.
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^itaoca zainteresovanog za kompletan dokaz ove teoreme upu}ujemo na
[GKZ], Glava 5. Mi }emo se ograni~iti na kratak prikaz nekoliko kqu~nih
koraka koji su posebno sadr`ajni i zanimqivi.

Re~-dve o dokazu Teoreme 11:
Zapo~nimo diskusiju dokaza malim razja{wewem {ta u ovom konkretnom

slu~aju zna~i da teorema va`i za tipi~ni, odnosno generi~ki izbor polinoma
P1 i P2. Neka je A := Z2 ∩∆ skup svih celobrojnih ta~aka unutar poligona ∆.
Svi polinomi P takvi da jeA(P ) ⊂ A, tj. takvi da je∆(P ) ⊂ ∆, ~ine vektorski
prostor P(A) dimenzije m = |A|.

Ako izaberemo dva polinoma iz P(A) onda za tipi~an izbor va`i

A(P1) = A(P2) = A i ∆(P1) = ∆(P2) = ∆.

• Napomena: Ovo naravno jo{ nije dovoqno da bi va`ila Teorema 11.
Zapravo iz dokaza }e se videti da postoji svuda gust otvoren skup U ⊂
P(A) takav da tvr|ewe Teoreme 11 va`i ako su oba polinoma P1 i P2

izabrana iz U . Ovo s druge strane garantuje da ako teorema slu~ajno
ne va`i za neki izbor P1, P2 ∈ P(A) da se onda proizvoqno malom
promenom koeficienta ovih polinoma mo`e do}i do para P ′

1, P
′
2 ∈

P(A) za kojeg je teorema ta~na, kao i da se ovo svojstvo ne gubi ako se
(na bilo koji na~in) ovi polinomi promene dodatnom (dovoqno malom)
varijacijom koeficienta.

Po|imo od opservacije da se svaki polinom p(t) ∈ C[t] stepena n mo`e shvatiti
kao restrikcija linearne funkcije L : Cn+1 → C,

L(x1, x2, . . . , xn) = a0x0 + a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 〈a, x〉
na krivu Γ = {(1, t, t2, . . . , tn) | t ∈ C}. To zna~i da je nala`ewe re{ewa
jedna~ine p(t) = 0 esencijalno isto {to i nala`ewe preseka krive Γ i hiper-
ravni H := Ker(L) = L−1(0).

Zadatak 0.9. Dedukovati �Osnovni stav algebre�, koji tvrdi da svaki
polinom p(t) ima bar jednu nulu, iz ~iwenice da je presek H ∩ Γ uvek
neprazan!

Primenimo isti plan i na slu~aj nala`ewa zajedni~kih re{ewa sistema
P1(x, y) = P2(x, y) = 0. Pre svega primetimo da se i polinomi u dve varijable
tako|e mogu razumeti kao restrikcije linearnih formi ali ne na krivoj ve} na
kanonski definisanoj povr{i koja zavisi samo od nosa~a polinoma A. Npr.
neka jeA = {(0, 0), (1, 0), (2, 3), (1, 4)}. U ovom slu~aju je svaki polinom iz P(A)
oblika

P (x, y) = a00 + a10x + a23x
2y3 + a14xy4.

Primetimo da je P (x, y) restrikcija linearne forme

L : CA → C, L(x) = a00x00 + a10x10 + a23x23 + a14x14
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na povr{ YA koja je u parametarskom obliku (sa parametrima x i y) zadana
jedna~inama

x00 = 1 x10 = x x23 = x2y3 x14 = xy4.

Ovaj primer ubedqivo demonstrira da sli~no mora va`iti i u op{em slu~aju.
Zaista, ako je A ⊂ Z2 kona~an skup celobrojnih ta~aka, onda se svaki polinom
P (x, y) ∈ P(A) sa nosa~om u A mo`e se videti kao restrikcija linearne forme

LP : CA → C, LP (x) =
∑
ω∈A

aωxω

na povr{
YA = {(xω)ω∈A ∈ CA | xω = xω1yω2}.

Kao i u slu~aju polinoma jedne varijable zakqu~ujemo da se skup re{ewa
jedna~ine P (x, y) = 0 prirodno interpretira kao presek YA ∩HP gde je HP =
Ker(LP ) = {x ∈ CA | LP (x) = 0}, a skup re{ewa sistemaP1(x, y) = P2(x, y) = 0
kao presek

YA ∩HP1 ∩HP2 = YA ∩H

gde su HP1 = L−1
P1

(0) i HP2 = L−1
P2

(0) hiperavni u CA ∼= Cm a H = HP1 ∩HP2 (u
generi~kom slu~aju!) linearni podprostor od CA kodimenzije 2.
Zakqu~ak: DokazKu{nirenkove teoreme se sveo na ocenu broja ta~aka u preseku
YA ∩ H gde je YA kanonska povr{ asocirana sa A a H generi~ki linearni
podprostor kodimenzije 2.

^italac koji je poku{ao da re{i Zadatak 0.9 mo`da se i ovde zapitao
{ta je stvarno dobijeno time {to je problem re{avawa sistema sveden na
nala`ewe broja ta~aka u preseku dva podvarijeteta (komplementarnih dimen-
zija) u zadanom ambijetnom varijetetu. Odgovor daje slede}i princip velike
op{tosti i primewivosti.
Princip presecawa varijeteta: I algebarska geometrija i algebarska topolo-
gija umeju, razli~itim ali bliskim metodama, da analiziraju problem �nala-
`ewa preseka� Y1∩Y2 dva podvarijeteta zadanog varijetetaX . Fundamentalno
va`no je da je to izvodqivo samo ako je ambient X kompaktan varijetet (u alge-
barskoj topologiji) odnosno projektivni varijetet (u algebarskoj geometriji).
Na primer kompaktnost daje mogu}nost da se (u okviru algebarske topologije)
primeni Poenkareova teorema dualnosti i presecawe (homolo{kih klasa)
svede na izra~unavawe ”cup”-proizvoda odgovaraju}ij duala. Sli~nu ulogu
u algebarskoj geometriji imaju divizori i wihovi preseci, videti na primer
[Ful], Glava 5.

Po{to su i ambient CA kao i podvarijeteti YA iH nekompaktni, potrebno
je, saglasno gorwem principu, prvo izvr{iti wihovu kompaktifikaciju. Am-
bient CA se kompaktifikuje do projektivnoh prostora, H do wegovog projek-
tivnog podprostora, a povr{ YA do odgovaraju}eg torusnog varijeteta XA

(videti [GKZ], Glava 5).
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Slede}i korak je odre|ivawe preseka ovih varijeteta. U ovom specijalnom
slu~aju, s obzirom da je jedan od varijeteta projektivni podprostor, problem
se svodi na izra~unavawe stepena projektivnog varijeteta XA, videti [Mum],
Glava 5, ili [GKZ], Glava 5. Kqu~na za izra~unavawe je vrlo elegantna
Teorema 6.25 ( [Mum], strana 112) koja pojam stepena projektivnog varijeteta
dovodi u vezu sa Hilbertovim polinomom koordinatnog prstena varijeteta
XA. Na kraju dokaza ( [GKZ], Teorema 3.14. na strani 186) (lokalni) stepen
(afinog) torusnog varijeteta se direktnim i jednostavni ra~unom dovodi u
vezu sa povr{inom poligona ∆.
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